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CHAPITRE PREMIER. 

APPLICATIONS DU THEOREME DE CAUCHY SUR LES INTEGRATES 
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I. — Premieres appUcations du th^oreme de Cauchy. 


351. La pliipartdes rdsultats obtenus dans la premiere Partle de 
ce Traite, resultats que nous avons groupes sous le nom de Cal- 
cul differentiel^ ont ete ddduits de la definition de la fonction o' w, 
au moyen d'identit^s analytiques qui, cette definition une fois 
donn6e, s’offrent en quelque sorte naturellement. Nous ne nous 
sommes guere ^cartes de cette voie que pour etablir (n^ 94), en 
nous appuyant sur le theorSme de Liouviile, Fegalile 


a)^{u— a) 
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et quelques points de la theorie de la transformaLion, ou pour 
introduire, en nous appiiyant sur le th^oreme de Laurent, les 
fonclions 0 de M. Hermite (n°® 274-277) et en etablir la pro- 
priete fondamentale, et encore, tout en rattachant a cette pro- 
priete les theoreines d’addition des functions S, avons-nous pris 
soin d’etablir directement (n^® 285, 286) une identity dont ces 
tbeoremes se deduisent sans difficulte. C’est maintenant une voie 
tout autre que nous allons suivre : quelques propositions de la 
theorie des fonctions d’une variable imaginaire vont nous con- 
duire rapidement a des tbeoremes capitaux concernant les fonc- 
tions doublement periodiques. 

Liouville, dans un cours professe au College de France (^) 
en 1847, ^ foiide la tbeorie des functions elliptiques sur le theo- 
reme que nous avons fait connaitre au n° 84 et qu’il a commu- 
nique a rAcad<5mie des Sciences en i844‘ 

Anterieurement a Liouville et concurremment avec lui (-), Caii- 
cby a montre tout le parti que Ton pouvait tirer de son calcul des 
r^sidus pour obtenir les developpements en serie relatifs aux fonc- 
tions elliptiques. D’ailleurs, la proposition du n^ 35, dont le theo- 
r^me de Liouville est une consequence immediate, lui appariient. 

En appliquant, comme nous allons le faire, a la theorie qui nous 
occupe, les propositions fondamentales de Cauchy sur les inte- 
grales prises entre des limites imaginaires, nous allons retrouver, 
avec d’autres, les tbeoremes generaux etablis par Liouville. 

Dans cet ordre d’idees, M. Hermite a obtenu une proposition 
que Ton trouvera au n^ 358 et qui domine en quelque sorte la 
theorie des fonctions doublement periodiques. 

Le lecteur ne manquera pas d’observerque les propositions que 
nous allons etablir auraient pu etre prises comme point de depart : 
c’cst ce qu’ont fait Briot et Bouquet dans les deux editions de leur 
Traite des fonctions elliptiques if). (*) 


(*) Ge cours a et 6 reproduit par Borchardt daus le Tome LXXXVIII du Jour-- 
nal de Crelle. 

( 3 ) Voir les Comptes rendus de 1843 et 1844. 

(•) Paris, Mallet-Bachelier et Gauthier-Villars (i" Edition, iSSp; 2® edition, 
1875). 

II convient aussi de signaler les importants Memoires que ces deux Geometres 
out publies dans le Journal de Vteole Polytechnique (i 856 ). 
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352 . Voici le tlieoreme de Cauchy sur lequel nous nous ap- 
puierons principalement : 

Lintegrale, prise le long d'un contour simple parcouru 
dans le sens direct j d^iuie fonction unwoqiie dhine variable 
imaginaire, reguliere en tons les points du contour et de Vaire 
qiiil renferme, sauf en des points isoles, en nonibre fini, non 
situes sur le contour, est egale au prodiiit par 2 ir. de la somme 
des residus relatifs aux points singidiers, Cette somme est 
niille si la fonction est holomorphe sur le contour et d Vinte- 
rieur du contour. 

Ce theoreme va etre applique a une foncLion univoque F(m), 
reguliere en tout point du plan, sauf en des points singuliers que 
nous supposerons etre des p 61 es, en nombre fini dans toute por- 
tion finie du plan. Nous prendrons pour contour le parallelo- 
gramme dont les sommets sont 1^0+20)1 + 20)3, 

Uq + 20)3 ; Wq 6st un point quelconque, choisi toutefois de maniere 
que les p 61 es de F(i/) ne soient pas surles cotes du parallelogramme ; 
les quantiles Wi, 0)3 sont Lelies que la partie reelle du rapport 
soil positive; nous continuerons (n® 86) d’appeler ce parall6lo- 
gramme : parallelogramme des periodes. 

Pour parcourir le contour de ce parallelogramme dans le sens 
direct, nous supposerons que la variable reelle t croisse de o a i, 
d’abord dans Fexpression i/o+2o)i^, puis dans Fexpression 
1^0+ 2 0)| + 20)3^, puis qu’elle d^croisse de i a 0 dans les expres- 
sions UQ+2i0z+2(Dit, u^ + 20)3^; nous rencontrerons ainsi les 
sommets du parallelogramme dans Fordre specific plus haut, et, a 
cause de Fhypothese faite sur le rapport nous aurons par- 
couru son contour dans le sens direct. 

D’apres cela, le theoreme de Cauchy nous donnera Fegalite 
fondamentale 


20)1 f [F(Mo+2o)ii) — F(ho+ 20)3+ atoji)] ife 
Jo 

— 20)3 f [F(Mo+20)3«) — P(“0+2O)i + 2W30]<^^=2raS.(Fl, 

Jo 


ou designe la somme des residus relatifs aux p6!es de la fonc- 
lion F(«) a I’interieur du parallelogramme des periodes. 
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3S3. Avant d’aborder noire objet principal, nous ferons une 
application de ce theoreme, qui en inontrera la porLee. 

Lafonction univoque n’admet dans le parallelogramme des 
periodes qu’un p61e, congru a o, modulis 2o)^, 2033, el le rdsidu 
relatif a ce pole est i, comme il resulte de la formule (II2)* D’ail- 
leurs, il resulte de la formule (Vis) que I’on a 

20 ) 3 + 20 ) 1 ?)= — 27 ) 3 , 

?(Wo-+- ^^^ 3 ?) — ^(Z^0+ 2 0)1+ 20 ) 3 ?) = — 27 )i; 

Tegalile fondamentale nous donne ainsi, et de la faQon la plus 
ais^e, la relation du n° 108, 

iti 

^1^3— 7)3C^I= 

3o4. Arrivons main tenant a la theorie des fonctions doublement 
periodiques et rappelons d’abord que nous entendons Loujours 
par la des fonctions univoques, n’admettant pas d’autre singula- 
rity que des p61es. Les periodes seront toujours dysignees par 2 Cl)^ , 
20)3, a moins qu’on ne pryvienne du conlraire; elles seront regar- 
dees comme donnees, et la partie reelle du rapport ^ sera siip- 
posye positive. 

Si /(??) est une fonction doublement periodique, le premier 
membre de Pegalite fondamentale (n°352), ou Ton remplace F(??) 
par/(i?) est evidemment nuL Done : 

Lasomme des residiis d'line fonction doublement piriodique, 
a Vinterieur du parallelogramme des periodes^ est nulle. 

Il n’existe pas de fonction doublement periodique n’admettant 
qu’un pole simple dans le parallelogramme des periodes. En ef- 
fet, le rysidu de ce p61e devrait ytre nul; le pole n’existerait pas; 
la fonction serait entiyre; elle se rediiirait a une constante (n° 84). 

335. La dyrivye logarilhmique d’une fonction doublement pe- 
riodique/(z?) est elle-meme une fonction doublement periodique. 
Mais la somme des rysidus de la fonction ^st la difference 
entre le nombre des zyros (^) et le nombre des poles de la fonc- 


(*) Un (ou uneracine) d’uue fouctiou f{u) est une valeur de u pour 
laquelle cette fonction est nulle. 
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tion f{u)^ chaque zero ou chaque pole etant compte autant de 
fois qu’il y a d’unites dans son ordre de muUiplicite. Done : 

A ViJiterieur da pai'allelo gramme des periodeSj une fonc- 
tion doublement periodique a autant de que de poles, 

les zeros et les poles etant comptes comme onvientde Texpliquer. 


356. Appliquons encore I’egalite fondamentale du n® 352 a la 
fonction 

en d^signant toujours par f{u) ane fonction doublement perio- 
dique. ATint^rieurdu parallelogramme des periodes, la somme 
des residus de cette fonction sera la difference entre la somme des 
zeros et la somme des poles de la fonction f{u)\ chaque zero ou 
chaque p61e doit figurer dans la somme autant de fois qu’il y a 
d’unites dans son ordre de muUiplicite. 

On a immediatement 

F(m - h 2«0, ) — F( m) = 2tOi 


F(i 4 -f-atog) — F(w) = 2 0)3 


fiu) 


en sorle que le premier membrede Tegalite fondamentale de\ient 


— acoj 



2(03 


/^(g4(>4-2(0i^) 

y*( ((>0“+" 1>} 


dt -4- 20)3 



2(03 0 


OU encore 


— 20)3 


Jo /(“o-t-M) 


2 0)i 


Jo /(«0-+-M) 


du. 


Les deux integrales qui figurent dans cette expression sont recti- 
lignes; dies sont respectivement 6 gales a quelqu^une des deter- 
minations des quantiles 


log 


/( ZZo-h20)l> 
/(Wo) 


log 


/(Ko4-20)3) ^ 

/(Wo) " 


puisque la fonction f{u) admet les periodes 20 ) 3 , chacun 
des logarithmes est egal a un multiple entier de a-ref. Done : 

A I* interieur da parallelogramme des piriodes, la somme 
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des :^h'Os dhine fonction doublement peidodiquej diminuee de 
La somme des poles j est congrue d zero, modulis 2co^, 20)3. 

Ce theoreme est du a Liouville. 

3 o 7 . Comme les poles de la fonctioii doublement periodique 
f{ii) — Cj ou G designe une constante, coincident avec les p 61 es 
delafonction doublement periodique f{u), on voitque le nombre 
des racines de Pequation f(^u) = C, contenues a Pinterieur du 
parallelogramme des periodes, est egal au nombre des p 61 es de 
et que la somme de ces racines est congrue a la somme des 
poles de f{u). Cette somme des racines, si Ponne tient pas compte 
des multiples entiers des periodes, est done, comme leur nombre, 
independante de C (^). 


II. — D^omposition des fonctions doublement periodiques 
en elements simples. 

3 o 8 . On doit a M. Hermite (2) une formule capitale qui donne 
Pexpression de toutes les fonctions doublement periodiques. En 
raison de son analogie avec la formule de decomposition des frac- 
tions rationnelles en fractions simples, il convient de donner a 


(*) On observera que r 6 quation/(M) = z definit u comme fonction iiyiplicite 
de z, En se reportant k la th^orie des fonctions implicites, on, ce qui revient au 
mfeme, k la theorie du retour des suites, on apercevra immediatement la verite 
de la proposition suivante. Supposons marques, dans le plan qui sert k figurer la 
variable z, les points dont les affixes sont les valeurs de /(«) pour les racines 
de ^equation /'(w) = 0, et considerons une aire (A) limitee par un contour 
simple et ne contenant aucun de ces points : si appartient a Taire ( A) et si 
est une racine de F^quation f{u} = z^, il existe une fonction (et une seule) 
=r 9(js), se reduisant pour z ~ Zq, holomorphe dans (A), ct qui est telle 
enfin que I’on ait identiquement, dans cette aire, 

/[r(-)] = ^- 

II y aura, dans I’aire (A), autantde fonctions holomorphes, distinctesentreelles, 
ouissant de cette derniere propn^t^, que la fonction /(«) a de p 61 es. Elies se re- 
duiront, pour z=zz^, aux valeurs des racines de Pequation f(u) = z^. A Pune 
quelconque d’entre elles on pent ajouter d’ailleurs 2 2716)3 ou m tin sont 
des entiers quelconques, sans que la derniere relation cesse d^avoir lieu. 

(=) Note sur la Theorie des fonctions elliptiques ajout^e la sixieme edition 
du Traite de Calcul differentiel et integral de Lacroix, 
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cette formula le nom de decomposition d^iine fonction perio- 
diqiie en elements simples, C’est la fonction qui vay joner le 

role d’element simple, le meme role que joue la fonction - dans 
la theorie des fonctions rationnelles. 

Consid^rons la fonction 

ou f{a) est line fonction doublement periodique, et od x designe 
pour le moment line constante quelconque; on aura 

F(w -4-2Wi) ~F(k) = — 

F(Zi-i-2Cl)3) — F(Zf) =: - 

si done on applique a la fonction F(m) Tegalite fondamentale, on 
voit que la somme de ses r^sidus a I’interiear du parallelogramme 
des periodes, multipliee par est egale a 

Jo Jo 

et que, par consequent, elle est ind^pendante de x. 

Si, maintenant, Ton d6signe par a I’un quelconque des pdles 
de la fonction fill) et par a I’ordre de multiplicile de ce p6Ie, 
on aura, aux environs du point a, un developpement de la 
forme 

/(a + A) = A I + A,D I + A2D12) ^ 

oi ‘S (h) dfeigne une s6rie enti^re en A, ou A, A| , . . . , A«_( sont 
des constantes, oA enfin D, . . • , sont des symboles de 
derivation par rapport a li. On a d’ailleurs , aux environs du mime 
point a, 

^(a? — a — A) = ?(ar - a) - * C{3- — a) - ■ • • ; 

en ddsignant par ^'(x — a), ^"{x — a), . .. les derivees succes- 
sives de par rapport i u, dans lesquelles on a remplace u par 
X — a. Le r^sidu de la fonction Fiu)=f{u)^{x — u), relatif 

au p61e a, e’est-a-dire le coefficient de j dans le developpement 
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de/(a -t- h) — A), ordoDne suivant les puissances crois- 

santes de A, est done 

kl{x - a) -i- - a) -H. . .-f- - a), 

Les residus de la fonction F(24), relalifs aux divers p61es de 
f{u)^ s’obtiendront de la mSme fagon; mais cette fonction F(a) 
admet encore comme poles les p61es AtX^[x — u)* Dans le paral- 
lelogramme des periodes, ces p6les se redulsent k un seul, a savoir 
le point congruent a ^ ; ce p61e, pour la fonction ^{x — u)^ est 
simple et son r^sidu est — i ; le residu correspondant de la fonc- 
tion f{u) — m) sera done — f(x), 

Ainsi, la somme des residus de la fonction F(«), a I’interieur 
du parallelogramme des p^riodes, est egale a 

C(a? - a; ) + A'/' I' {sc- a,) A^ _i (a? - a,)] —/(a?) , 

izzl 

oh. les poles distincts, a I’interieur dii parallelogramme des pe- 
riodes, sont designes par ^2, . . - , , av, ou d^signe 

I’ordre de multiplicite du p61e ai^ ou enfm 
designent des constantes qui dependent, comme'on Fa explique, 
du d^veloppement de la fonction /(a^ 4- A), suivant les puissances 
ascendantes de A. 

Cette somme ne depend pas de X] en la designant par C, et en 
remettant enfin u a la place de x, on voit que toute fonction dou- 
blement p^riodique f{u) peut 6tre mise sous la forme 

IZZ\ 

l = l 

C’est la formule annoncee. Reciproquement, une expression telle 
que le second membre, lorsqu’on y remplace u par u + ou 
par M + 2CO3, se reproduit augmentee du produit de 271^, ou de 
2713, park somme des residus A^^^ + A^-^ + .-.4- A^^kelatifs aux 
p61es du parallelogramme. File sera done une fonction double- 
ment periodique si la somme des residus est nulle. Nous savions 
d^ja que cette condition est necessaire. 

3S9. Nous ferons, sur cette formule, quelques observations. 
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On a suppose, pour Tetablir, que les poles de la fonction dou- 
blement periodique f{u) etaient situes a Finterieur d’un meme 
parallelogramme des periodes; mais il est clair que si, dans le se- 
cond membre, on substitae aux nombres Ui des nombres qui leur 
soient respectivement congrus, modulis 2 cu 3 ,onalterera tout 
au plus la constante C; d’ailleurs (n® 78), aux environs de deux 
poles congruents a/, d^ les developpements de la fonction /(?;) 
suivant les puissances ascendantes de u — u — a\ sont iden- 
tiques; on pourra done appliquer la formule de decomposition a 
un systeme quelconque de pdles de poui'vu que ce systeme 
comporte un representant et un seul de chaqae pole de f{u)] on 
obtiendra la meme forme avec les memes coefficients; la con- 
stante C pourra seule ^tre changee. 

II est d’ailleurs bien aise de voir que, sauf la substitution insi- 
gnifiante qui consiste a remplacer quelques poles par des points 
congruents et a changer alors la constante additive, la decompo- 
sition d’une fonction doublement periodique en elements simples 
ne peut se faire que d’une facon. S’il y avait, en efifet, deux telles 
decompositions, la difference entre les deux expressions compor- 
terait quelque pole. 

Les proprietes de la fonction qui sont intervenues dans la 
demonstration, sont les suivantes : celle fonction se reproduit a 
des constantes additives pres, quand on ajoute les periodes a Far- 
gument; elle n’a qu’un p 6 le simple dans le parallelogramme des 
periodes; ce p61e est congru a zero, modidis 2 o>i, 20 ) 3 ; le residu 
correspondant est un. Les deux premieres proprietes sont les 
plus essenlielles; le lecteur apercevra de lui-meme les legeres mo- 
difications qu'il y a lieu de faire subir a la formule quand on sub- 
stitue a la fonction t^(z^)une autre fonction qui poss^de seule- 
ment les deux premieres proprietes. 

Lorsqu’une fonction doublement periodique sera decomposee 
en elements simples, on pourra Fintegrer; les te^mesen^^'(^^ — a), 
... s’integrent immediatement; quant a — a), 
e’est la derivee de log<T(M — a). 

360. Une fonction doublement periodique est dite dii 
ordre lorsqu’elle a, dans le parallelogramme des periodes, 
n p61es (ou n zeros), Chaque p61e (ou chaque zero) doit etre 
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compte autant de fois qu’il y a d’anites dans son ordre de mul- 
tipliclte* 

II n’y a pas de fonction doublement periodique du premier 
ordre. 

La formule de decomposition en elements simples met en evi* 
dence I’existence de fonctions doublement p&iodiques de tous 
les ordres, a partir du second. 

Les fonctions du second ordre appartiennent a deux types dis- 
tincts suivant que leurs deux p61es sent simples, ou qu’elles 
n’ont qu’un seul pole double. 

Dans le premier cas, les residus relatifs aux deux p61es 
seront egaux et de signes contraires; la fonction sera de la forme 
C + A[^(?/ — ax) — « 2 )]* Si est im zero de cette fonc- 
tion, PauLre zero sera congru [modulis 2 , 2 tOg) a ai + a 2 — 

Dans le second cas, le r^sidiide la fonction relatif aup61e unique 
a sera nul, et la fonction sera de la forme C h- — a). Si 
est un zero de cette fonction, Fautre zero sera congru k 2 a — b^, 
Cest a ce dernier type qu’ appartiennent les fonctions 

On voit aussi que si f{u) designe une fonction doublement pe- 
riodique du second ordre, d’ailleurs quelconque, toute autre 
fonction doublement periodique da second ordre ayant les m^mes 
pdles pourra etre mise sous laforme A-4-B/(z^), ou A, B sont 
des constantes. II suffira, en eflfet, de determiner la constante B 
de maniere que la difference entre cette fonction et la fonction 
donnee n’admette plus qu’un p61e simple, et, par consequent, se 
r^duise a une constante. 

On classera de ra^me les fonctions de ebaque ordre. 


III. — Fonctions doublement periodiques de seconde esp6ce. 
Decomposition de ces fonctions en 616ments simples. 


361. M. Hermite ad^signd sous le nom de fonctions double- 
ment periodiques de seconde espece les fonctions univoques, sans 
autre singular! te que des p61es, qui se reproduisent multipli^es 
par des constantes quand on augmente Fargument d’une periode. 
Par opposition, les fonctions doublement periodiques ordinaires 
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sont dites quelquefois de premih'e espece. Nous sous-entendrons 
souvent les mots : doublement piriodiques. 

Si I’on desigae par §(^u) une fonction de seconde espSce, par 
jjt.3 des constantes auxquelles on donnera le nom de midtipli-- 
cateurs, on devra avoir 

^(w + 2a)i;= #(w- 4 - 2 a) 3 ) = \lzS{u). 

On tire de la, en designant par des en tiers quelconques, 

positifs ounegatifs, 

a/ii (OiH- a/igoia) = 

Si, en particulier, on suppose =723 = — i ; si Ton continue de 
poser 

Wl 0)3 = 0; 

sij enfin, on ddsigne par jjt.2 Finverse du produit [jls, on aura 
^(22 + 20)2) = 

II est parfois commode de dire aussi de pa qull est un multi- 
plicateur de la fonction §{u). 

II est clair que, si C d 4 signe une constante quelconque, 
§{u-^C) d^signera une fonction de seconde espece, ayant les 
m 4 mes multiplicateurs , p3 que S{u ) ; — u)^ §{0 — u) seront 

desfonctions de seconde espece, avec les multiplicateurs ~ 

362 . Le produit ou le quotient de deux fonctions de seconde 
espece est aussi une fonction de seconde espece; les multiplica- 
teurs de la nouvelle fonction sont les produits ou les quotients 
des multiplicateurs correspondants des premieres. 

Une fonction exponentielle de la forme ou c et c'sont 

des constantes, est une fonction de seconde espece, dont les mul- 
tiplicateurs sont Si Ton se donne une fonction de se- 

conde espece dont les multiplicateurs soient pi et p3, en la 
multipliant par on lui fera acquerir les multiplicateurs 

Le premier multiplicateur sera egalaFunite, si Ton determine c 
par la condition 200)4 = — log pi, et cela, quelle que soit la de- 
termination du logarilhme. 
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Nous dirons d’une fonction de seconde esp^ce qu’elle est re- 
duite si son mnltiplicateur relatif a la periode ao), est ^gal a Pu- 
nile. On peut toujours rediiire une fonction de seconde esp^ce 
en la multiplianl par une exponentielle convenable. S’il arrivait 
que, pour Tune des determinations des logarithmes, on eut 

_ logics 

2tt)a 

il est clair qu’en muUipliant la fonction i{u) par ou — c de- 
signe la valeur commune des deux rapports precedents, on obtien- 
drait une fonction de premiere espece inversement, §{iC) 

s’obtiendrait en muUipliant f{ii) par et ce cas ne nous four- 
nirait rien d’essentiellement nouveau; nous pourrons done Fecar- 
ter d^s que nous le voudrons. 

II est a peine utile de faire remarquer que tout point congruent 
a un p61e ou a un zero d’une fonction de seconde espece est lui- 
meme un p61e, ou un zero, du m^me ordre de multiplicite. 

363. La derivee logarilhmique d’une fonction de seconde es- 
p^cel(M) est ^videmment une fonction de premiere espece /(?/), 
dont les poles sont les zeros et les p6les de la fonction i{iC)\ 
le residu de chaque pole de f(ii) est Pordre de multiplicity du 
z^ro ou du pole correspondanl de i{u)^ cet ordre etant affecte du 
signe + s’il s’agit d’un zero, du signe — s’il s’agit d’un p61e : 
done, puisque pour une fonction de premiere espece la somme 
des residue doit ^tre nulle pour les poles qui appartiennent a un 
mSme parallelogramme, on voit que, pour une fonction de se- 
conde espece, dans le parallelogramme des p^riodes, le nombre 
des p6les doit itre egal an nombre des :^eros, chaque p6Ie ou 
chaque zero etant compte aiitant de fois qu’il y a d’unitys dans son 
ordre de multiplicity. 

364. La fonction 

ou C, c et Wo sont des constantes quelconques, n’admet qu’un 
pole dans le parallylogramme des periodes, a savoir le point con- 
gruent a zero; c^est une fonction de seconde espece, dont les 
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multiplicateiirs sont respectivement 

g2C6)i+2tto7J,^ e2cW3+2z^o/]3j 

ainsi qa’il resulte des formules (XXIIi). Ces multiplicateurs peu- 
vent etre identifies a deux nombres quelconques p-j , en sup- 
posant 

ca)i+ Uqtii = i logfii, ca)3-{- = - logfi^s 

2 ‘2 

d’ou I’on tire 

^ ^ logics— ''islogp.l), Uq=: ^ (ct)3 log fli— 0)1 logics), 

a cause de la relation 0)3 — rjatoi = y* Les determinations des 

logarithmes peuvent d’ailleurs ^tre cboisies arbitrairement. 

On observera que Uq n’est congru a zero^ modula 2co^, 20)3, 
que si, pour une determination convenable des logarithmes, on a 

logfJtl _ l0g|JL3 

0)l 0)3 

Dans ce cas, la function se reduit a une exponenlielle de la 
forme S’il n’en est pas ainsi, la fonction admet pour 

zero le point — Uq et tous les points congruents; elle admet pour 
poles simples les points congruents a zero. 

365 . Si Ton suppose que pii, ^3 soient les multiplicateurs 
d’une fonction donnee de seconde espece, §{u ) ; si Ton determine, 
comme on vient de Texpliquer, les constantes c et de maniere 
a former la fonction les fonctions 

ou Co designe une constante, seront des fonctions de premiere es- 
pece, en sorte que 1 ’introduction de la fonction ramene 

I’etude des fonctions de seconde espece a celle des fonctions de 
premiere espece. 

Nous allons d’abord deduire de la la proposition suivante, qui 
est I’analogue du tbeoreme de Liouville pour les fonctions dou- 
blernent periodiques ordinaires : 
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En dehors de lafonction exponentiella il n^existe pas 
defonction transcendante entiere qui soil doublement perio- 
dique de seconde espece^ 

Si, en effet, §{u) est ime fonction transcendante entiere, la 
fonction doublement periodique ordinaire ne peut 

avoir dans le parallelogramme des periodes qu’im p 61 e unique et 
simple, a savoir le p 61 e de — u)\ elle se r^duit done a une 
constante O difFerente de z^ro. Si n’etait pas congru a z^ro, 
pour fonction — u) serait nulle et le produit 

ne pourrait elre egal a C, puisque la quantile ^{uq) 
est finle. II faut done supposer que z^o soitcongru k o; e’est le cas 
ou la fonction 'iJb(zz) se reduit a une exponentielle de la forme 
11 de meme de la fonction #(zz). 


366 . On volt aiissi que, quelle que soit la fonction de seconde 
espece ^{u)^ si ses multiplicateurs uj verifient, pour une de- 
termination convenable des logarithmes, la relation 

logf^i _ logics . 

0)1 0)3 ^ 

en d’autres termes, si Uq est congru a z^ro, modiilis 2o)i, 20)3, 
la fonction ^(zz) sera le produit d’une fonction doublement p^- 
riodique ordinaire f{ii) par une expoaentielle de la forme 
puisque le rapport 

i{u) 

^\>{u) 


est une fonction doublement periodique ordinaire, et que ^[u) 
se reduit a une exponentielle; e’est d’ailleurs ce que nous savions 
d^ja (n° 362 ). Desormais nous ecarterons ce cas. 

Supposons done a'zzo dififereut de z^ro, nous poserons 


et Ton aura 




Cf(u-hUo) 

c'ua'uo 


ecu^ 


4- 20)a) = ell>(zz) = 


La fonction Jl>(zz) admet le point 0 pour p 61 e, et le residu cor- 
respondant est x . On reconnait ais^ment qu’il n’existe pas d’autre 
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fonction de seconde espke aiix multlplicateurs ai et [jlj, admet- 
tant pour pole simple le point zero et les points congruents, n’en 
admettant pas d’autres, et telle enfin que le residu relatif au 
p6le 0 soil egal a i. En effet, le rapport d’line telle fonction 
a X(u) serait necessairement une constante, puisque ce serait 
uoe fonction doublenient periodique ordinaire sans pole, et Ton 
voitque cette constante doit 4 tre egale a i, a cause de rhjpo- 
these relative aux residus, 

367 . Si, maintenant, S{u) est une fonction de seconde espece, 
aux mulliplicateurs UL^, 1x3, et si Ton designe par x une constante 
quelconque, la fonction l(^^) — sera une fonction de pre- 

miere espece; la somme de ses residus a Finterieur du parallelo- 
gramme des periodes sera nulle. En calculant cette somme^ exac- 
tement comme on Fa fait pour la fonction /( w) — u), on ar- 
rivera a cette conclusion que la fonction i{u) peut se meltre sous 
la forme 

z=v 

c) ^ (w — aj-) -i- A'/’ .4- A^^^Li {u - a/)], 

: = 1 

oil ai, (552? ciy designent les poles distincts de la fonction 
situ^s a Finterieur du parallelogramme des periodes, oii le nombre 
entier positif a/ est Fordre de multiplicity du pole ou X^{u — 

— — az) designent les dyrivees par rap- 

port a u de la fonction — a/) jusqu’a Fordre a, — i , oii enfin 
Af , . . designent les constantes definies par le deve- 
loppement 

#(«,■+ A) = AW ^ + A'/i D 1 + . . . + AW_^D(«.-i) \ + <^[h), 

relatif aui environs du pole ac, dans ce d^veloppement, qui pro- 
cMe suivant les puissances ascendantes de A, f (A) designe une 
sdrie entiere en A; D^, designent les dtirivdes suc- 

cessives, par rapport i A, de | jusqu’d Fordre aj — i . 

La fonction i{u) est ainsi ddcomposee en elements simples. 

Rdciproquement, une expression telle que le second membre 
de Fdqnation (a), lorsqu’on y remplace « par m + au, , «+ auj, 
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se reproduit multipUee par p-j, ug, puisqa’il en est ainsi de la 
fonction X{u) et de ses derivees par rapport a u, Ce second 
membre represente done une fonction de seconde espece dont les 
multi plica teurs sont ceux de la fonction 

368* Cette formule saggere des observations toutes pareilles a 
celles qiii ont ete faites au n® 3S9. 

D’abord, si Ton substitue au p61e Ui un point congruent 

CC^ = ill -I" 2 7^1 2 W 3 , 

il est clair, cause de la relation 

^{u, — ai) = 

que, daus la formule (o), les nombres kf , devront 
etre multiplies par mais, d’un autre cote, I’egalitd 

monlre de suite qne, dans levoisinagedu p61e a[ , les coefficients 
du d^veloppement de f(«), suivant les puissances de w — a', 
s’obliennent en multiplianl par pj* les coefficients du ddvelop- 
pement de ^{u) suivant les puissances de m — a;, dans le voisi- 
nage du p6le a,. Par consequent, on pourra appliquer la for- 
mule (a) et la regie pour determiner les coefficients en prenant 
pour les points < 22 , Ov un sjsl^me quelconqiie de poles de 
la fonction ${u), pourvu que ce systeme conlienne un repr^sen- 
tant et un seul de chaque p6ie. On voil aussi que, sauf la modi- 
fication que nous venous d’indiquer, la decomposition en ele- 
ments simples ne pent s’effectuer que d’lme seule fiiQon. On recon- 
nait enfin que les proprields essenlielles de la fonction qui 

servent dans cetle decomposition, consistent a admettre les mul- 
tiplicateurs p,, ps eta n’avoir, dans le parallelogramme des pe- 
riodes, qu’im p61e simple. L’hypotbese que ce p6le est le point 
zero et que le residu correspondant est i ne sert qu’^ simplifier 
la formule. 

369. Quand les mulliplicateurs pi , ps d’une fonction de seconde 
espece i{u) sont donnes, il y a une relation entre les z^ros et les 
p6les. En efifet, puisque la fonction i{u) X{— u) est de premiere 
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espece, dans le parallelogramme des periodes , la somme de ses poles, 
diminuee de la somme de ses zeros, esl congrue a o, moduUs 2 coi, 
2 0)3. Chaque pole et chaqae zero doivent figurer dans chacune des 
sommes autant de fois qu’il y a d’unites dans son ordre de multi- 
plicity, Comme le p6le de Jl)(— it) est congru a o, et son zero 
a on voit que la somme des poles de la fonction^(?i) diminuee 
de la somme de ses z^ros doit ^tre congrue a ; en d’autres termes, 
en designant un p6le quelconque par a, un zero qiielconque par b, 
par Hb les sommes des pdles et des zeros contenus dans un 
parallelogramme, chaque pole et chaque zero figurant dans la 
somme autant de fois qu’il y a d’unites dans son ordre de multi- 
plicity, on a 

= (walogpi— Wt logps) (modd. 2tt>i,2W3). 


Ce theoreme, qui est Fanalogue de celui du n® 3o5 pour les fonc- 
tions de premiere espece, suhsiste si Ton a = 0. On le retrou- 
verait, ainsi que le theoreme sur I’egalite des nombres de poles 
et de zeros, en appliquant I’egality fondamentale du n^ 332 aux 

fonctions 3 - - — ; c’est un calcul que nous aurons i’occa- 

#(w) ^(u) ^ 

sion de developper bientdt dans un cas plus general. 


370. Le nombre des zeros d’une fonction de seconde espece 
ytant ygal au nombre de ses poles, on peut classer les fonctions 
de seconde espece, comme celles de premiere, d’apr^s le nombre 
de leurs p61es, Une fonction de seconde espece qui a n poles ou 
n zdros est dite du ordre. La formula de decomposition en 
elements simples met en yvidence Texistence de fonctions de se- 
conde espece de tous les ordres. X{u) est une fonction de seconde 
espyce, du premier ordre. 


371, Cette fonction X{u) joue un role considyrable dans la 
thyorie des fonctions doublementperiodiques. Signalons quelques 
cas parti culiers. 

Si la fonction est reduite, elle jouera le rdle d’dlyment 
simple pour les fonctions reduites; on a alors, puisqu’on peut 
supposer Iogp< = o, 


0)1 lOg[l3 

Ue = = ) 


Tlilogfis — 
c = ; = , 

tit tOi 


T. et M.-in. 




tic 
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la fonction X{u) se presentera done sous la forme 


e)l£)(zO 

ou encore, en posant 


C'(m -H ^^o) 
<^U^Uo 


e ? 




u 

2 a>i 



57 = 2 K P , 57 o = 2 K Po J 


SOUS la forme 

I 2ri(o)2ii(p-+- {>o) _ / H'(o)H(a?-i- 57 o) 

3i{(')2ri(<'o) H(^)H(iro) 


372 . Consid^rons encore le cas on les mulUplicateurs [JL^, 
d’une fonction de seconde esp^ce seraient des racines Ji de 
Tiinite, en sorte que la puissance de cette fonction seraitune 
fonction donblement periodiqne ordinaire. Soient, par exemple, 
en designant par p, q des nombres entiers non divisibles tons les 
deux par /i, 

tq%i ^pvti 

III - e « , (^3 =r e « ; 


nous designerons, dans ce cas, I’^lement simple fBcc on 

trouvera sans peine 




\ n ] ( 2 ;>/ii-H 2 / 7 /i 3 )- 

■e 


c'zi c 


f 2p<Jii -f- 2g^C03 ^ 
n j 


[ 


il sera lui-meme la racine d’une fonction donblement perio- 
dique ordinaire. 

Dans le cas ou 72 — 2, on peut prendre, pour le systeme de 
nombres entiers {p,q)’, les trois systemes (0,1), (1,0), (151), 
et Ton retombe ainsi sur les fonctions q^i sont, en eCTet, 

relativement aux periodes 20)4 , 20)3, donblement pdriodiques de 
seconde esp^ce, avecles multiplicateiirs i: i . Les fonctions 
sont done, comme le remarque M. Kiepert, qui a montre lenr r 6 le 
dans la tbeorie de la multiplication et de la transformation, la ge- 
neralisation immediate des fonctions So£o(^ 0 - 


373 . Les propri^t^s suivantes de ces fonctions resultent imm^- 
diatement de leur definition, des proprietes elementaires de la 



APPLICATIOKS DU THtoRfeUE DE CAUCHY. 


■9 


fonction du et de la formule (Vllt ) : 

2 < 77 Cf 
2fp — 7 

t>^pjq{u 2(3^2) ^ ^ 

tpiZt 

eAop^^ ( U “t~ 2 103 ) — (^p^q ( 6 ^ j 

cAflp^jjrf — W) =<yWp,— ^(Wjj 


ol^p,7 ( « j c^Up, -^ ( iO = P « - P 


/ ajPtoi-f- 2^0)3 


n.v„„w = n [f » -p . 

r=l r=l 

Cette derniere egalite suppose que n est un nombre impair. 


374 . Designons enfin par el»(?^j Uq) ce que devient la fonction 
generale ^{u) qiiand on j remplace la constante c par ^(14); 
posons, en d’autres termes, 


Wo) = 


3 ^(w-h Wq) 
s' Wo 




On observera que la derivee logarithmique de X(w, Wq) esl 
^gale (VII3) a ^ conclut aisement que lafonc- 

lion g11£>(w, Wo) verifie Tequalion differentielle liaeaire 


Wo) 


= [2pW-|-pWo]a.l)(w, Wo). 


La fonction ^l)(wj Wo), consideree conime une fonction de 
mmte de fixer un instant Faltention. II suffit de se reporter aux 
egalites (XII) pour voir qu’elle jouit de la propri6te qu’exprime 
Pegalite 

e.l)( U. Wo-h 2Wx) = tbf W, Wq ) (a =1, 2, 3). 

Elle devrait done etre regardee comme doubleraent p6riodique, 
si nous n’avions pas exclu les fonctions, mSnae univoques, qui ad- 
mettent des points singuliers essentiels; tel est ^videmment le cas 
de la fonction A(w, uf) qui, piiisque ijwo figure en exposant, ad- 
met comme points singuliers essentiels tons les poles de ^Wo* On 
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observera que, dans le paralUlogramme des periodes, la fonction 
X[u,iio), regardee comme une fonction de w#, n’admet qu’un 
z^ro, congru k — h, et iin p6le congru a o [modulis 2«,, 2W3). 
On reconnait de suite, a cause de Tegalite (Vlb), que Ton a 

ttly C “ P ^ ”” P 


IV. _ Fonctions doublement p^riodiques de troisitoe esplce . 

375 . En faisant un pas de plus dans la voie que nous Tenons 
de suivre, nous sommes araenes a 6tudierles fonctions que M. Her- 
raile a designees sous le nom de fonctions doublement perio- 
diques de troisieme espece; c’est a ce type qu’appartiennent les 
fonctions du, da.u^ ^(m)- Les fonctions de troisieme espece sont 
d^finies, en g4neral, comme 4 tant univoques, comme n’admettant 
aiicune autre singularite a distance finie que des p6les, et enfin 
comme satisfaisant aux Equations fonctionnelles 

V(u-h 2ci>t) = e^i‘‘+^>W(u), W{u+2ti)i) = eMt“+s, 

M), Ni, Ms, Ns dtant des constantes. Ici encore, il est clair que les 
p6les etlesziros de la fonction W(u) devront se reproduire p^- 
riodiqnement. 

376 . Les constantes m,,N,,M 3,N3 ne peuvent ^tre choisies 
arbitrairem'ent; en efrel('), les equations precedentes entrainent 
celles-ci : 

litOi 4-2(03) = eiMi+MjjK+SMitOa-l-Ni-i-N* 

= glMi-hMaJK-i-SMBfOiH-Ni+Ns 


et ces derni^res exigent que Ton ait 

MiO)3~M3(Oi= /llVZj 

en d^signant par h nn entier positif, nul ou n^gatif. 

Dans Texpression de W(u-h2tni +2tOs), remplagons it par 
«~H2(02 et r^solvons par rapport k W [u + 2(^2)] en tenant 


(*) Cest le mkmt raisoanement qu'au a® 92 . 
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compte de la relation Cl)^ + o>o + 0)3 = o, nous aurons 

Ijr ^ ^ (JIi-i-Ma)M— 2 [JIj +M3) COa— 2M3 COi — — N3 j • 

d’ou Ton conclut qu’on peut ecrire 

-f- 2 W2 ) = w-H >«! 1F( m) , 

en d^finissant M2 et No par les egalites 


Mi + MiH-Ms = 0, 

Ni -f- N2 “f“ N3 — Mi cui — M2tDo — M3ty3 = (2/i^-l- A) 7 t 1 , 


La seconde egalite, on K d^signe im entier quelconque, resulte 
aisemenl de ce que Ton a 


— 2 (Mi -H M3) tO.2 — 2M3 tOj — ( Ml (*>1 Mo (*>2 -{“ M3 IO3 ) =r Ml U>3 — M3 ti)i - 


Ainsij les six constantes Mi , Mo, M3, Ni, No, N3 satisfaisant aux 
relations precedentes, on pourra remplacer les deux equations 
fonctionnelles qui definissentlafonction W (u) par les Irois equa- 
tions 

W(m h- stOjt) = 'F(m} (a = 1, 2, 3 ). 

Nous conservons aux quantiles le nom de multiplica- 

teurs^ deja employe pour les fonctions de seconde espece. 

377 . Le produil ou le quotient de deux fonctions de troisieme 
espece est aussi une fonclion de troisieme espece; les multiplica- 
teurs de la fonction ainsi engendree sont les produits ou les quo- 
tients des multiplicateurs correspondants des fonctions primi- 
tives. Lorsque le premier multiplicateur esl ^gal ^ i, la 

fonction est dite reduite. 

Une exponentielle de la forme ou A, B, G sont des 

constantes, est une fonction de troisieme espece; on peut disposer 
de A, B de fagon que le multiplicateur de cette fonction relatif a la 
p^riode 2<0i soil precisement ^ Mi et Ni etant donnes. D^is 

lors, etant donnee une fonction de troisieme espece, on peut la 
reduire, en la multipliant par une exponentielle de la forme pr^- 
cedente. Inversement, toute fonclion de troisieme espece peut se 
d^duire d’une fonction r^duite, par le ruSme proc^d6. 
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378 . Dans Line fonction reduite de troisieme espece, on pent 
supposer nuls M, et Ni ; M3 se deduit alors de la relation 

et la fonction doit verifier les equations fonctionnelles 

Observons que la coastante N3 n’a pas grand intergi; si, en ef- 
fet, dans les Equations pr^cedenles, on change u en u + G, en de- 
signant par C une constante quelconqne, puis que I’on designe 
par W| («i) la fonction W{u + C), on voit que la fonction W, (ii) 
verifie les Equations 

4- 2Wi) = ¥i(«), = e ® 

ce sont les m^mes Equations que verifie si ce n’est que 

est diminue de — — d’ailleurs, connaissant la fonction W^{u)^ 

on connaitra la fonction W(z^) = Wi{u — C). On peut done sup- 
poser que N3 ait telle valeur que Ton voudra, par exemple la va- 

leur 0, ou la valeur — - ^ « Dans ce dernier cas, les equations 

fonctionnelles qiii d^lerminent la fonction W{u) prennen t la forme 

T(i^4-2wi) = ^(w), W(^^-^2a)3) = e 

Ainsi la reckerche des fonedons de troisieme espece se ramene 
a celle de la solution la plus generale de cos equations fonclion- 
nelles. 


379. Avant d’abordercette recherche, nous aliens etablir, pour 
les fonctions de troisieme espece W(m), a muldplicateiirs quel- 
conques^ deux relations concernant I’une la dilFerence enlre le 
nombre des zeros et celui des poles, I’autre la difiference entre la 
somme des zeros et celle des p 61 es, analogues a celles qui con- 
cernent les fonctions de premiere et de seconde espece. 

AppHquons d’abord T^galite fondamentale du 352 a la fonc- 
lion 


F(u) 


W{uy 
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Puisque la fonction ¥(w) n’admet pas d’autre singularile a dls- 
Lance finJe que des p 61 es, le nombre de poles ou de zeros de celle 
fonclion conteniis dans le parallelo gramme des periodes sera ne- 
cessairement fini. Designons par d’line part, par 

b^2) • • • 7 d’autre part, les poles et les zeros contenus a Pin- 
terieur du parallelogramme autour diiqiiel on efFectue I’integra- 
tion, cbaque pole ou chaque zero ^tant repet^ exactement autani 
de fois qu’il y a d’ unites dans son ordre de multiplicite; la somnie 
des residiis de la fonctionF(M), a Finterieur du parallelogramme, 
sera p — v. 


Le calcul du premier membre de Fegalite fondamentale pour 
est immediat; on IrouYe 2(lMitt)3 — M3 0>i). On a 

done 

2(]MiCD 3— M3W1) = -v), 


en sorte que le nombre entier que nous avons designe plus haul 
par h n’est autre que Fexces du nombre de zeros sur le nombre 
de poles. 


380 . Appliquons le m^me ibeoreme a la fonclion 


F(^^)= a 




la somme des residus a Fintdrieur du parallelogramme sera la dif- 
ference d entre les sommes bi+ 62+--+ b^ et at + ^?2+-- + ^v 
des zeros et des poles. 

On trouve d’ailleurs immediatement 


F(«o-H 2Wl?) — F(Z4 o^- 

/ \ HT 2 lO)i 

^ ao). 0 Ma - 20)3 , 

F(Bo+ 2“3^) — F(Wo+ 20)1 + 2 W3«) 

, .Ml. l''(« 0 + 2 O)s<) 

20)1 + 2 0.3 0 Ml -2 0)1 , 


et, si Ton observe que les integrales 


^* r(M 3 + 20 )lO , 

(, W(Ko+ 20 ),«) ’ 



y'(ao + 20)3 0 
^(ao+ 2 o )30 


dt 
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sont respectivement des determinations des quantites 

Hu.) • W(..) ’ 

c’est-a-dire qu’elles sont respectivement ^gales a 

Ml WoH- NiH- 2 MsWoH-NsH- 2 723 TCI 


en d^signant par /Zi, des nombres entiers, on obtient 

r / . . \ Tiyr Ml Wo-H Ni-i-aTlitCil 

20)1 —(Mo-rWi -4-20)3) Ms— 20)5 

L J 

r / NUT M 3 Mo+N 34 - 27 l 3 TTn . 

— 2 OJ 3 — (Mo-i- 0 ) 3 H- 20 Ji)Mi— 20)1 =2a7C2. 

L J 

En tenant compte de la relation (O3M1 — toi M3 = Atcj, on en de- 
dnit 

J o)iN 3 — W3N1 (jofMs— cofMt , . . 

d — : — -f* : — 2 /lO)2 - 4 “ 2 (7I3 0)i— Th{ 0)3 ). 

TTi TT J 

Dans le cas d’une fonction reduite, M| etN) sont mils et I’on a 
done, puisqne h est egal a — la congruence 




(modd.20)i, 20)3). 


381. Abordons maintenant la recherche du tjpe le plus general 
des fonctions de troisieme esp^ce. 

Si la fonction de troisieme esp^ce est transcendante entiere, 
h ddsigne, d’apr^s ce qne nous venons de voir, le nombre de 
zeros contenus dans le parallelogramme des periodes : e’est un 
nombre entier positif. Quant a d, e’est la somme des zeros. Si 
Ton suppose la fonction reduite, les equations fonctionnelles 
prennent la forme ( *) 

hi: I „ 

^(M-f-2Wl) = V(M), W(« + 2tU3) = a 

dont on a, comme on I’a d^montr^ au n® 274 , la solution la plus 


(*) Cette forme mtoe montre qu^on ne peut supposer h nul, puisque alors la 
foaction serait de seconde espece et se r6duirait done k une exponentielle 
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gen&ale, savoir 





NstoA ^ 
h%i j 


Nous rappelons que la fonction ^{u) comporte h constantes 
arbitraires Aq, A^, A^„< figurent lineairement, et que 

Ton a 

<i> ( zO = Ao4>o ( w j Ai 4>j ( -4- A/i-i ( w ), 


en snpposant 

2 f nh+r)^ ^ 

q k ^s(«A+rJjm> =qh e2«jc» ST s ( A p -f- n: J Ai ), 
n 

ou (J, suivant notre habitudej est mis a la place de ~ • 

En resume, si Fon se donne les deux p^riodes 20)1, 20)3, et le 
nombre h de zeros dans le parallelogramme des periodes, la fonc- 
tion transcendante entiere la plus g^nerale qni soil une fonction 
r^duite de troisieme espece sera la fonction ^{u ■+• C), qui com- 
porte les A+i constantes AojAi, C; la derniere est liee 
a la somme d des zeros par la congruence 


A((»)2— (4) (modd. 2 wi, 20)3)5 

qui se deduit immMiatement de celle que Fon a obtenue a la fin 
dun® 380 , en remarqiiant que Cest egal a — 0)3 — 

Enfin, on obtiendra la fonction transcendante entiere la plus 
gen^rale en multipliant ^{u + C) par une exponenlielle de la 
forme ou A et B sont des constantes arbitraires; il est 

inutile de prendre cette exponentielle sous la forme 
puisque le facteur e^’ ne ferait que modifier les constantes arbi- 
traires Aq, Ai, A;i„, qui figurentdans $(?^-|-C). 

On observera que le th^oreme de Liouville n’a pas ici son ana- 
logue puisque, comme on vient de ie voir, il existe des fonctions 
de troisieme espece, aulres que Fexponentiellee^"*'^®*'’^, qui sont 
transcendantes entieres. 

382 . Le lecteur n’a pas manque de remarquer les propriety 
importantes de la fonction que nous avons obtenues en pas- 
sant. Cest une fonction de troisieme espece dent les multiplica- 
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tears correspondant aux periodes 2(0^, 2W3 sent respectivement 


cette propriete n’est autre chose que la defiaition meme delafonc- 
tion transceudante entiere mais nous venons d’apprendre 

en outre qae, dans le parallelogramme des periodes, elle a exac- 
tement h zeros et que la somme de ces zeros est congrue modulis 
2C0j , 2 (03 a A((0| + (O3) ou, si I’on vent, a 

De la premiere de ces deux proprietes on d^uit que la fonc- 
tion S.3 ne peat admettre plus d\m zero dans le parallelogramme 
des periodes, piiisque la fonction pour A = i, se reduit a 

^3 T j * Ce theoreme etant le seal pour la demonstration du- 

quel nous nous sommes appuyds sur la decomposition des fonc- 
tioQS S en facteurs, le lecteiir a maintenant tous les elements ne- 
cessaires a I’etablissement d’lme tlieorie des fonctions S fondee 
iiniquement sar les developpements en series trigonometriques 
(n® 160 ) qui les definissent et sur le theoreme (n® 274 ) de M. Her- 
mite. 

De la seconde de ces proprietes, il resulte que si Ton se donne 
tous les z^ros, sauf im, de la fonction ^{u), ce dernier zero est 
determine. 

D’ailleurs, on pent construire une fonction $(e^) admettant 
A — i zeros Ai, Aa-i, cette fonction est d( 5 terminee a 

un facteur constant pres.En eflet, les A constantes Aq, A^, A;^_i 
qui figurent lineairement dans ^(u) seront liees par A — i equa- 
tions qui, dans le cas on tons les zeros sont distincts, seront 

et qui, dans tous les cas, resteront lineaires en Aq, Ai , , . . , A^_^ . 
Ces equations admettent toujours une solution dans laquelle toutes 
les inconmies ne sont pas niiUes et determinent les rapports mii- 
tiiels des constantes A,, On ne pent, en eflfet, se 

trouver dans le cas d’exception de la ih^orie des equations li- 
neaires, car, si Ton obtenait deux fonctions distinctes $(m), 
admettant les A — i zeros donn6s, le rapport de ces deux 
fonctions serait visiblement une fonction de premiere espece qui 
n'aurait point de p6le : ce serait done une constanle. 
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On voit aiissi qu’il existe des fonctions transcendantes entieres 
de troisieme espece, qni admeUent, dans le parallelogramme des 
p^riodes, h z4ros donnes 6 ^ , • • •? bk* Une telle fonction, si elle 

est r^duite, sera de la forme + C), G etant une conslante qui 
satisfasse a la congruence 

AC = A (02 — d (modd. 2 0 )], 20 ) 3 ), 


en designant par d la somme des zeros du parallelogramme. On 
choisira pour G Tune des solutions de cette congruence, et Ton 
determinera. a im facteur constant pres, comme precedemment, 
les h constantes qui entrent iineairement dans $(«- 4 -G) de 
fa§on que cette fonction s’annule pour h — i des zeros donnes, 
par example, pour Z),, bh -\ ; la fonction ^{u)^ qui a h 

zeros dans le parallelogramme, s’annule pour Z)] -r C, -r G, . . . , 
bh-{+(^\ en designant par b\ + 0 son zero, on devra 
avoir 

"H G -i” G "T* G b -4“ G ^ 7/ to > 


ou 

d’ou Ton conclut 


tZ /i G -f- — hfi = h tug, 

b'f^-^bfi^o ( modd. 2toi, 20)3). 


On obtiendrait, d’ailleurs, diverses solutions avec des multipli- 
cateurs difTerents, en prenant pour G les diverses solutions de l.i 
congruence. 


383. Nous ferons encore sur les fonctions ^{u) la remarque 
suivante, qui va nous etre utile tout a Fheure. Si Ton y pose 

ITZU 

JT = e , 

les fonctions (/’ = 0 , i, . . . A — i) prennent la forme 

^ qtr-h+Znr+j 

n 

sur laquelle la propriety fondamentale (LVg) apparait immediate- 
ment ; car, lorsque Ton remplace u par + 2 tO] , ne change pas, 
non plus que la somme de la serie, et quand on remplace u par 
+ 2 0 ) 3 , a; est remplacd par en sorte que la sdrie se repro- 



28 


CALCOL ISTSSBAL. 


duit multipliee par 

, , — + 

~ g Wi 

384*. II est aise de former uae infinite de series, constituees 
d’ane facon analogue aux precedentes et, en particulier, a la plus 
simple de toutes 

n 


qui jouissent de la meme propri^Le, mais qui ne representent 
plus des fonctions entieres. C’est un point tres particulier des 
belles reclierches de M, Appell sur les fonctions de troisieme es- 
pece (^), que nous allons exposer en disant quelques mots d’une 
de ces fonctions, appelee a jouer le role d’element simple. 

La recherche des fonctions de troisieme espece les plus g4ne- 
rales peut etre ramenee, comme on Fa vu au n® 378, a la recherche 
des fonctions reduites qui satisfont aux equations fonctionnelles 

— (if 

2 oiz) = e 


et nous avons montre au n^^ 379 que h designe Fexc^s da nombre 
de zeros sur le nombre de pdles. On prevoitqu’il y aura deux cas 
a distinguer suivant le signe de A. 

Supposons d’abord que h soit positif. 

iTZlt 

II est aise, en supposant toujours ^ = e , de former une s^rie 
qui se reproduise multipliee par q~'^ quand on change x en 
q-x el dontla som me re presente une fonction qui n’admette, dans 
le parallelogramnie des periodes, qu’un p61e unique et simple, 


congruent au point donne sv- Telle sera, si Fon pose e 
la serie 







Cette serie est absolument et uniform^ment convergente dans 
toute region finie du plan de la variable qui ne contient 


(0 Annales de VJ^cole Normale superieure, 3* s^rie, t. I, II, III. Voir aussi 
Halphen, Traite des /auctions elliptiques, t. I, p. 468 et suivaates. 
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aucim des points ii pour lesquels on a 0, c’est-a-dire 

un des points w = (v + 277 zto< 2/10)3, ou m designe, ainsi que /z, 

un entier quelconque. La serie garde meme ce caractere dans les 
regions qui contiennent quelques-unsdeces points, pourvuqu’oii 
en supprime les termes qui deviennent infinis. 

Si Ton isole le terme qui devient infini pour a = w, savoir 


T 

x—y 


i 

y 


I 

e — I 


on voit dc suite que le r^sidu relalif au pole simple tv est 
Si I’on pose finalement 




toi ^ '' ar//-" —y 


on aura une fonction de u qui satisfait aux equations fonction- 
nelles, qui admet comme p 61 es simples les points congruents air, 
et dont le residu, pour le pole (r, est egal a t . 


38 S. Nous aiirons a envisager cette fonction F(/z, (r) tant 
comme fonction de u que comme fonction de fr. A ce second 
point de vue, il est clair que la fonction F(z/, cr) jouil de la pro- 
pria te 

¥{u,W 20)1 ) w), 

mais, relativement a la seconde periode 2 0)3, elle se comporte d’une 
facon plus compliquee. 

Tout d’abord, ^crivons-la sous la forme 


F(m,W) = ^^gr»V»a7nA 


7 — a? ^2" -hxq 


.2/1 


xq 


2 n 1 


““ TT 

(1)1 


n 


ynh-^\ 
xqlti—y ’ 


puis changeons en w 4- 203, 7 en q-fi n en n + i, on aura 


F (jt, w + 203) + ^ $o(«) ~ ^ 

n 


/i+1 

xq ‘^ — y^ 
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retranchons des deux membres la quantity 

XF( «,«-)= X ^ 

n 

la serie qui figure dans le second meinbre deviendra 


rtii-h frnh 


^2wt/i-+‘l)+/t ^h-^V — \ Y 


etj en prenant pour \ la valeur de maniere qiie le niiinera- 
leur de la fraction devienne divisible par le denominateur, on ob- 


liendra I’egalite 


F {Us iv -i- 2003} — cj^^yf^¥{u^ w) = ~ ^ qn-h^mi 




en effectuant la division de par q'^^^c—y^ on 

aura finalement 


¥{ h , w -4- 20)3) = F{u, tr) -h 


iizg^^ 


r=0 


386. La fonction F(?^, tv), envisagee comrae une fonction de ?/, 
va nous permettre de constraire toiiLes les fonctions de troisieme 
esp^ce qui admettent, dans le parallelogramme des p^riodes, im 
nombre queiconque de poles et un nombre de zeros egal a ce 
nombre de poles aiigmente de h unites; elle admet elle-meme un 
pole et /i -h I zeros, 

Observons d’abord que les fonctions de jl 
<?F ^ ^ 

sont tontes des fonctions de troisieme espece, avec les in^mes 
multiplica tears que la fonction F(i^j (p); chacune d’elles n’a dans 
le parallelogramme des periodes qu’un p6le, inais ce pole est 
d^F 

double pour— j triple, quadruple, ... pour les fonctions sui- 
vantes, 

Consid^rons maintenant une fonction de Iroisifeme esp^ce, 
avec les multiplicateurs i et e \ Soit fp un de ses p61es 
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d’ordre a, en designant par A une constante choisie de fagon que^ 
dans le d^veloppement siiivant les puissances de s de la fonction 


W{u) — A 




dans laquelle on a remplace u par w s, le terme en ^ manque, 
on voit qiie cette fonction n’admettra plus le pole iv qu’a I’ordre 
a — I ; on la ramenera de meme a ne plus Tavoir qu’a Tordre 
a — 2 , .... puis a ne plus Tavoir du tout : les functions succes- 
sives que Ton formera ainsi seront loujours des functions de troi- 
si^me espece, avec les memes multiplicateurs, et les poles autres 
que (V ne seront pas modifies. On enlevera ainsi successivement 
tous les poles, et alors il ne restera plus qu’ime fonction transcen- 
danle entierede troisieme espece, c’est-a-dire une fonction 
On conclutde la que, si Ton designe par a,, ciy les poles 

distincts de la fonction ^\u) dansle parallelogrammedes periodes, 
par le degre de muUiplicite du p6le < 2 /, on pourra mettre 
sous la forme 


i = V 

'F(zO = ^>(«j+ 2 j^A',‘>F + AV’ 

i=l 


dw 






ou Ton entend que, dans les expressions F, • • • ? on rem- 

place, apres avoir fait les operations, par a/. Inversement, une 
expression telle que le second membre representera, queiles que 
soient les constantes Aq, .. ., Aa _4 qui figurent dans ^ et les 
autres constantes . . . , une fonction de troisieme espece, 

avec les multiplicateurs i et e \ avec les poles ai, d’ordre 

de multiplicity = 2 , --.iv), et admettant un nombre de 

zeros egal a A + + ao+...-h avj tel est aussi le nombre de con- 

stantes arbitraires qui y figurent, si Ton regarde les p6les comme 
donnes. 


387. II n’y a pas lieu de s^arr^ter au cas oil h est nul puisque 
I’on aurait affaire a une fonction de seconde espece. 

Supposons maintenant h negatif et soil encore une fonc- 
tion de troisieme espece avec les multiplicateurs 
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admeltant, par consequent, dans le paralielogramme des periodes 
un nombre quelconque de zeros et un nombre de p6les superieur 
de — A a ce nombre de zeros. 

Formons les fonctions $(«), F(w, »>) qui correspondent an 
nombre — A, c’est-^i-dire des fonctions de troisieme espece, aux 

// TT / 1 (i) ) 

tnuldplicateurs i, \ dont la premiere est ime fonction 

transcendante entiere, contenaut lineairement — A consLantes 
arbitraires Aq, A^, et dont la seconde admet dans le 

parallelogramme des pdriodes le pole unique cp. Les fonctions 

W(u) <J>( u), F(^^, w) 

sont de premiere espece, et, pour chacune, la somme des r^sidiis 
est nulle dans le parall^logramme des periodes. 

Soil a un p61e de ^(w), d’ordre de multiplicite a, et soil, en 
posant u:=ia + t et en d^signant par Bq, B, , . . . , Ba _4 des con- 
stantes, par ^(e) une s6rie entiere en s, 


\fr(a + s) = 


-... + i.2...(a-i) 4-^(6); 


on aura 

F(a + s,«>) = F(g) + F'(a)^-4...-4 (a ) ^ '"■■■> 

oil F'(a)y F'^(a), .. . designent ce qne deviennent 

dF(u,i^) d^F(u, w) 
du ’ du^ ’ 


quand on y remplace u par a. 

Le residu de la fonction W ( u)^{u)y relatif au pole a, sera done 

Bo^(^) H- Bi^'(a) -H. . .4- 

et, la somme de tous les r^sidus analogues devant etre nulle, on 
aura, en d^signant par ai, « 2 , - . les poles distincts de 
par at le degr^ de multiplicity de a/, une ygalite de la forme 

z=v 
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qui equivaiit en reality a — h conditions, puisque cette 6galite, 
devant avoir lieu quelles que soient les constantes Ay, Ai , . . . , A_a_i 
qui figurent dans se decompose en — h autres egalites. 

Appliquons le meme tkeoreme a la fonction (p) en 

remarquant qu’elle admet, en dehors des poles de ^{u)j le pole 
(p de F ( fp) avec le residu et nous aurons 

l = V 

+ 2 [B'o'>F(aO+ B'/i F'(«,) +. . .+ = o, 

«=rl 

d’ou, en changeant w en 

l = V 

V(M) = - 2 [B‘u'’ F(«„ u) + B'/)F'(a,. «) -^ . . . + BW., F(a.-i)(a,, «)J, 

t = 1 

en sorte que lafonction'4'‘(z^) est decomposee en elements simples; 
on rappelle que u) designe ce que devlent qnand 

on y a remplace u par puis (p par u, 

388. Cette forme de decomposition, obtenue par le meme pre- 
cede que les formules des n®® 3 d 8 et 367 relatives aux fonctions 
de premiere et de seconde espece, n’est pas toutefois de la meme 
nature, car e’est le second element de la fonction F(zz, ip), qui 
joue le rdle de variable, et la fonction F(z/, (p) n’est pas double- 
ment periodique de troisieme espece par rapport a cet element, 
en sorte que la_ formule trouvee ne met pas en evidence la perio- 
dicite de la fonction W(w); e’est que, en effet, les constantes 
... ne sont pas arbitralres, mais doivent verifier les — h 
conditions contenues dans Fegalite (6). Sous le benefice de ces 
conditions, la periodicite apparait, comme le lecteur le recon- 
naltra sans difficulte, s’il veut bien se reporter au n® 385, oh nous 
avons donne Texpression (^) de F(tz, On voit que, 

dans le cas ou h est negatif, si Ton se donne les p61es a/ de la 
fonction le nombre de constantes arbitraires qui figu- 

rent lineairement dans Fexpression de cette fonction est encore (*) 


(*) On n^oubliera pas que h doit toe change en — h, puisque, dans le cas oil 
nous nous placons, h est n^gatif. 

T. et M. - III. 


3 
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A 4- a^+ a2+. . ,+ av; c’est, dans tous les cas, le nombre de zeros 
contenus dans le parallelogramme, en comptant chaque zdro au- 
tant de fois qu’il y a d’unites dans son degre de multiplicite. 


V* — Autres expressions propres k repr^senter les fonctions 
doublement p^riodiqnes. 

389 . Les fonctions doublement periodiques sont siisceptibles 
d^Stre mises sous d’autres formes particulierement importantes, 
et qui mettent en evidence a la tois les zeros et les p 61 es. 

Dans ce qui suit, nous supposerons toujours chaqiie p 61 e ou 
cbaque zero repute autant de fois qu’il y a d’unit^s dans son ordre 
de multiplicite. 

Considerons d’abord une fonction de premiere ou de seconde 
esp^ce; elle a dans le parall^logramme des p^riodes autant de p 61 es 
que de z6ros; designons les premiers par a^y . . ., av, les se- 
conds par 62, « . 6v; Ist deriv^e logarithmique de cette fonc- 
tion sera une fonction doublement periodique ordinaire, n admet- 
tant que des pdles simples; si ^2, ay, d’une part, 

62? . . . , &v d’autre part, sont distincts, Vensemble de ces points 
constitue Pensemble des p6les de la derivee logarithmique; dans 
les autres cas, cet ensemble est constitue par ceiix des points , 
ao, . . Ov et ceux des points 625 . . ., &v q^i sont distincts; le 
r^sidu correspondant a chacun d’eux est, dans tous les cas, Tordre 
de multiplicity du zero ou du pole de la fonction primitive, affecte 
du signe — s’il s’agit d’un pole; de sorte que Ton a, dans tous 
les cas, pour la derivee logarithmique decomposye en yiements 
simples, Fexpression 

— ^1)4-...+ ^ (u — by ) — — otj) — . . . — — ay), 

ou C est une constante. La fonction qui admet cette expression 
pour derivye logarithmique est 

— aija'(a — aj) ... ay)^ 


ou les zeros et les pdles sontbien mis en evidence. 
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390 . Quand on remplace, dans la derniere expression, u par 

u + 2(0a, elle sereproduit multipliee par designant 

par d la difference entre la somme des zeros et la somme des 
poles. L’expression precddente representera done, en general, une 
fonction de seconde espece dont les multiplicaleurs et se- 
ront donnes par les formules 

2CWi— aCsfTJi = 10g(Xi, 20(03 — =log{X3, 

d’ou I’on tire inversement 

c = — .(t|i logics — TQa log d= (toiiogfis — (oalogfii). 

Ces relations ont ete deja obtenues aux 364 et 369 . 

391 . Si Ton vent avoir affaire a nne fonction doublement pe- 
riodique ordinaire, les quantiles logpi, log 0.3 doivent etre des 
multiples entiers de 2rd\ en sorte qu’on doit avoir 

c = o(mo(id. a-rji, 2r^3) et = o(modd. 2a>i, 2(03); 

la derni^jre relation a deja ete d^monlree au n*" 3 o 6 . 

Comme le rapport de cot a to^ n’est pas r^el, la supposition 
=Z 2/^^ + 2/^3(l)3 entraine les trois 6galites 

log{ji3 = logpi = — c = 2(721711 -f- /is iqs), 

en sorte qu’une fonction doublement p^riodique ordinaire, dont 
les pdles €L\^ (Uto, . . . , (2v ot les zeros &2j • • •? verifient la 
relation 

(6] -H ^2 + - • *+ ^v) — <^v) = ^TliCOi -h 2/13(03, 

oil Til, /i3 sont des nombres entiers, aura pour expression gd- 
nerale 

C'(M — — 62) ... O'CM — Zfy), 

^ ' (f(u — Cli)(f(u — — CCy) 

A est une constante qai a mise a la place de 

Si les repr^sentants (1) des p 61 es et des z^ros ont 4 t^, comme 

(*) Oa a vu (n® 359) qu’il n'^lait pas necessaire de prendre les p6Ies ou les 
z6ros dans un m6me parall6Iogramine, ponrvu qne chaque p6Ie ou chaque z6ro 
soit repr^sent^ par un point congruent k <Zy ou 
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on pent toujours le faire, choisis de facon que Ton ait 

bi b<i -{“ . . . j 

I’expression de la fonction doublement periodique sera 

d{u — bi):fiu— ... cfju—by) ^ 

~ <i{u~-ai)^{it — a^) . , . :j{u — ay) 

puisque Ton aura alors /Zt = = o. Cetle formiile met en evi- 

dence les zeros, les poles et la double periodicite. 

Toute fonction rationnelle entiere de pu etde p'z^est une fonc- 
tion doublement periodique ordinaire n’admettant que le p 61 e o, 
qui est necessairement multiple; la somme des zeros d’une telle 
fonction est done necessairement congrue a o (modd. !2to^, 20)3); 
ce resultat equivaut a une proposition due a Abel. On voit ^n 
outre qu’une telle fonction pent se mettre sous la forme 

392 . 11 y a quelque interit a retrouver ces divers resultats et, 
en outre, ceux de m^me nature qui concernent les fonctions de 
troisieme espece, sans nous appuyer sur la decomposition en die- 
ments simples. Le theoreme de Liouville y siiffit. 

En designant par ai, <22, les representants des poles 

d’une fonction de troisieme espece, et par 61, 625 • • • 7 reprd- 
sentants de ses zdros, on voit, en se plagant au point de vue du 
n^ 80, que cette fonction doit etre de la forme 




!^(u — — ^2) ■ • ♦ — ^p) . 

cf{u — ai;3'(a — ^ 2 ) . . . s'(ei — av)’ 


cela rdsulte du tbeordme de M. Weierstrass sur la decomposition 
en factenrsprimaires, etde ce que les seuls poles et les seals zeros 
de la fonction W(w) doivent etre respectivement congrus, mo- 
dulis 2(0^, 2(03, a <22, . . «v ^ 6^, 62? • • • 7 doit 

etre une fonction entiere, transcendante 011 non, 

Posons, comme nous Tavons dej^i fait, 

-f- ^2 • “ 1 “ ^p) “ (^1 (^2 P — V = A; 
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en remplacant, dans u par u + tenant compte 

des formules XIL, on trouvera immedlatement 

¥(«) 

Si done on vent que la fonction W(ii) soit une fonction de troi-* 
sieme espece, avec les multiplicaleurs il faut que Ton ait 

g(ii + 20^:^) — g{u)-h hru~^ ir^^ihu-h — d) = 2n^TA, 

riot, etant un entier qui ne peut dependre de u a cause de la conti- 
nuite evidente du premier membre. En prenant les derivees se- 
condes par rapport ku, on en conclut 

/(w-i- 2 Waj = .h"(W); 

la fonction enliere §^^{u)^ etant doublement periodique, se re- 
duit a une constante; ^(;^)estdonc de la forme Az;'+ + C, 
ou Aj B, C designent des constanles, et Ton devra avoir 

( 2 A K “H B) 2 WjtH” 4 A^ ■+■ ‘2Tj2;(AM -f" A OJgj— d) Kti I 

et, par consequent, 

Ma= 4AcOa -h 2kT^oL‘i 

Na = 4 Aa)* + 260 ) 2 ^ -H -r- h-zi—^noLTd 

= sBcOgt — hTii 2Tioi'zit 


393. II resulte de Tanalyse precedente que toute fonction de 
troisieme espece qui admet les poles ai, ao, . . . , et les zeros 
b{^ 62 7 • • - > peut etre mise sous la forme 


W(m) = ^a«*+b«+c 


:f{u — bi) :f{u — 6g). . — 6p) 

c^{u—ai) 


et que, inversetnent, toute fonction de cette forme est une fonc- 
tion de premiere, de seconde ou de troisieme espece. 

Consid^ree comme de troisieme espece elle admet les multipli- 
cateurs les constantes Ma, Na etant exprim^es au moyen 

de A, B paries formules qui precedent. On en conclut imm^dia- 
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Ml -f-Ma-i-Ms = 0, 

Ni -hNa-f-Ns = MiWi -f-M2W2 + M3CO3-I- Aict-f- 

oil A' est un nombre entier, relations qui sent conformes k celles 
obtenues au n° 376; on retrouve aussi aisement la relation 


Ml <03 — M3 <oi = kTti; 


puis, en eliminant B entre les expressions de Ni et de N 3 , on ob- 
tient, apr^s quelques rMuctions imm^diates, la congruence 

A [wlMa— w|Mi -i- WiNa — tOsNi] — fi/iwa, (modd.atoi, 2W3J. 

TZl 

Inversemeut, si cette relation etla relation M) 0)3 — MstOi = At:} 
sont verifi^es, on pourra determiner les constantes A, B en fonc- 
tion de Ma, Na et I’on obtiendra I’expression gen^rale 

a'(w — ai)Gr(w — ag). . . 3 '(w— ay) 

dont on s’est donn^ les poles, les zeros et les multiplicateurs 

Le cas des fonctions de deuxi^me et de premiere esp^ce est 
contenu dans ce qui pr^c^de. Pour les fonctions de seconde es- 
p^ce, on a Ml = o, M 3 = 0 , et, par suite, 

h^o, p = v, 

puis 

= -L. (wilogfis — o)3log|Jii) (modd. 2(0i, 20)3), 

TT t TZL 

en d 6 signant par pi et [JI 3 les multiplicateurs. Pour les fonctions 
de premiere espece, on a 

p=:v, (modd. 2coi, 2W3). 

En resume, I’analyse pr^c^dente montre, d’une part, qa’il 
existe des fonctions doublement periodiques de premiere, de se- 
conde et de troisieme espSce, et elle donne, d’autre part, le type 
le plus g6n4ral de chacune de ces fonctions. 
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394. Enfin, il est aise de former encore, an moyen des fonc- 
tions $ de M. Hermite, I’expression la plus generale des fonctions 
de troisi^me espece qui ont an nombre donne de z4ros et de p61es. 
Chacune de ces fonctions, quand elle est (transcendante) entiere, 
se rapporte, comme on I’a vu, a I’entier posllif h qui exprime le 
nombre de ses z^ros ; pour garder la trace de ce nombre, nous 
emploierons ici la notation qui representera la fonction 

entiere la plus gendrale de troisieme espece avec les multiplica- 

(a+Ws) 

teurs I, e 

Considdrons maintenant nne fonction ^(«) de troisieme es- 
p^ce, admettant p z^ros et v p&les dans le parall^logramme des 
periodes. Nous pourrons former (n° 381) une fonction entiere 
+ qui admette pour zeros les v p 6 les de ’F(«). Ea 
fonction ¥(«)$,v)(u-l- C) n’admeltra plus de p61es; elle sera de 
troisieme espece; elle admettra p zeros, les p zeros de elle 

sera done de la forme 


la fonction sera done de la forme 

¥( «) = eA“*+B“ • 

-T- G) 

Inversement, une telle expression est nne fonction de troisieme 
espece admettant v p61es, p zeros et ayant relativement anx pe- 
riodes 20)3 les multiplicateurs 

4AWiK-l-4A&)f+2B£i)i Ua>8«-i-*Aa>| (K-b- Wa)— ~ (pI>-vC) 

& j ^ j 

on Ton a encore pose /i = p — v. Ces multiplicateurs peuvent 
etre identifies avec ^ 


4 =: Mj j 4 -^^3 — “ 2 Ba)i -f- 2 Tlj “JC t — Nij 

(*>1 

4 Ati)| -h 2 BO> 3 — — ~(pD — vG) -H 2^37:2 =Nsj 

en designant par des nombres entiers. On tire de la, en eli- 
minant A et B, 

Mi 0)3 — MstOi =: AtCI, 

N5W1 — N1OD3 =Mi«*)3(^3 — — All: iU>3 

— 7rz(p^ — • vC)-*h2 7EeX^3«*^i 
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Si Ton se rappelle (n°381) que p(o) 2 -— D), v(w 2 — C) sont res- 
peclivement congrus [modulis 2 Wi, 20 ) 3 ) aux sommes des zeros 
des fonctions -j- D), C), on voit que la qiiantite 

vC — pD est congrue a Aco^ -h rf, en d^signant par la difference 
entre la somme des zeros et la somme des poles de la se- 

conde des egalites pr^cedentes nous fournit done encore une fois 
la congruence 

: — 2 — i.^2/nDo (modd. 2 Wi, 2 0)3 ). 

TCi TZl 

39S. Le cas que nous venons d’examiner contient le cas des 
fonctions de seconde et de premiere esp^ce.Pour ces dernieres, en 
particulier, on trouveA = o, B = o, C = D, et Ton voit que la 
fonction doublement p^riodique ordinaire la plus g^nerale, com- 
portant v zeros et v poles, pent 6 tre mise sous la forme 

f( \ — AqOq ( -4- G) H- At <l>i ( ^ -h G ) . ♦ -f- Ay-i C) 

Aq ^ G) -4- A| H- G - 4 - A^_2 ^v— 1 ( w " 4 - C) 

ou C, Ao, . . Av_i, Aq, . . Av_i sont des constantes arbitraires, 
et ^ 1 ? • * *5 des fonctions parfaitement d^termin^es, dont 
la forme a ete rappelee au n® 381 ; on doit toutefois remplacer la 
lettre h par lalettre v. 
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CHAPITRE U. 

APPLICATIONS DE LA FORMULE DE DECOMPOSITION 
EN ^LfiMENTS SIMPLES, 


I. — Les fottctions p. 


396 . Nous etablirons dans ce Cbapitre diverses consequences 
tres importantes de la formule de decomposition des fonctions 
doublement periodiques eu elements simples, consequences dont 
plusieurs ont deja ete etablies, tnais qu'il convient de grouper 
maintenanl autour d’une meme origine et dont la deduction ne 
supposera rien autre chosCj en dehors de la definition des fonc- 
tions o', p, . . . et des proprietes qui resultent immediatement 
de cette definitionj que les propositions g^nerales Stabiles dans 
le Chapitre precedent. 

Considerons d’abord la relation (VIIi) 


a'( ii -h a) — a) 


pa-pw, 


et designons-en le premiermembre par f{u) \ onreconnait imme- 
diatement que f{u) est une fouction doublement p6riodique k 
periodes 2<0i, 20)3, admettant, comme senl p 61 e dans le paralle- 
logramme des periodes, le point 0 : ce pole est d’ailleurs double ; 
f{u) doit done etre de la forme C-h u = C — Opu on C 
et Q sont des constanles; Q est le coefficient de la d^rivde de ^ 

dans le d6veloppeinentde/(«),mis sous la forme 
dans ce d^veloppement, on n’a pas fait figurer de terme en m"*, 
parce que le p 61 e o est double. On pent dire encore que G et — 
sont le terme independant de ic et le coefficient de dans le de- 
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veloppement dief{u) suivant les puissances ascendantes de 5 on 
obtient ce developpement en multipliant le num^raleiir de /(w), 

~ ^—(3' < 2 + MG'' rtf — Y 


expression qui, ordonn^e suivant les puissances de donne 


— o'^a -h — da d”a) 


par le developpement de - — ~ - ; or, en s’appujant seulement 
sur la formula (IVi) et les definitions (IV5), on trouve 


I 

d-u 



iL 

120 


le coefficient de ^ et le terme independant dans le ddveloppe- 
ment de /(«) sent done respectivement — 1 et 


d^^a’—dad'^a_ d d'a _ 

on a ainsi — C = — i^C = pa; celte dernifere valeur, apres avoir 
obtenu C^ = i, pouvait s’obtenir en remarquant que C — 
doit s’annuler pour u = a, de meme que f{u). Finalement, la for- 
mule (VIIi) est demontree a nouveau. 

Observons d’ailleurs que le premier membre de cette formula 
appartient au tjpe da n° 391, ou les zdros et les poles sont mis en 
evidence; la somme des affixes + a, — a des deux zdros est bien 
egale a la somme de Faffixe du p61e double 0 . 

Rappelons encore que, de cette formule (VIIi), on tire imme- 
diatemenl les formules d’addition (VII3) 




pu — pa ’ 


p(M±a) 


— pu = — 


1 d p'uzfp'a 

2 da pu ^ pa ^ 


dans cbacune desquelles le premier membre n’est autre chose que 
le second ddeompos^ en elements simples; nous reviendrons sur 
ces formules dans un Ghapitre suivant. 
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397 . Eltablissons maintenant I’equation differentielle (Vlls). 
Nous observerons pourcelaque loute puissance entiere de p est 
une fonction doublement periodique admettant le seul p 61 e zero» 
qui est d’ailleurs multiple d’un ordre double de Texposant de la 
puissance; le residu de ce p6le est nul; par example o estunp 61 e 
sextuple pour et Ton doit avoir 


“ G -h Aj Ag M -f- . . - -4- As M, 

en d^signant par , Aoj . . . , As les coefficients qui apparaissenl 
dans le d^veloppement de u mis sous la forme 

p3 M = AiD i AjDs 1 -H. . AsD* - 4- cp( m); 

U It It 


quant a la constante C, elle est ici manifestement ^gale au terme 
independant de ic dans ce m6me developpement; en ulilisant seu- 
lement la formula (IV3) 
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ecrite en tenant compte des definitions (IVs), on calcule aisement 
la partie fractionnaire et le terme independant de u dans le deve- 
loppement de on trouve ainsi 


p^u 


W® 20 16 16 20 Zl 


120 U 


et rapplication de la regie prdcedente donne 




10 


20 


120 




En appliquant exactement la meme m^tbode a la fonction double- 
ment periodique u, dont le seul pdle est encore 0, et pour la- 
quelle ce p 61 e est encore sextuple, on obtient 




3^3 

5 


2^2 

5 


piCH- 


3 o 




En eliminant p^'^u entre les deux d emigres equations, on trouve 


p' 2 «: = 4p3l£ — — ^ 3 . 
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398 . Les formules fondamentales relatives a la division par n 
de Tune des p^riodes se presentent comme d’elles-mSmes. 

Si, par exemple, on considere la fonction 

parallelogramme relatif aux p^riodes 2to^, 20)3, on reconnait de 
suite que c’est une fonction doublemen t pdriodiqiie dont les poles, 
tous doubles, sont donnes par la formule u ovl r prend 

les valeurs o, i, 2, . . /z — i ; d’ailleurs on a 


n 


(1)3 ) dans le 


p 2r. 


tui 



i 

A2 


en sorte que la formule de decomposition en elements simples 
nous donne, en d^signant par C une constante, 


P 



\ 

— > W3 ) = pz/ -r 





’+- G 


( /’ — * ) 2*} • • • > ^ ) > 


d’ailleurs, si I’on fait tendre u vers zero, on reconnait de suite, 
sur les developpements en serie, que la difference du premier 
membre et de pu tend vers zero; il en resulte 



et Ton retombe ainsi, apres avoir change u en-- sur la formule 
(XXI4), d’oii Ton pourrait d^duire par integration les formules 
analogues (XXI3) et (XXL), qui concernent les fonctions ^ et cs*. 


399 . De ces formules et de celles qui en resultent lorsqu’on j 
transpose les periodes 2coi, 2(03, on peat deduire des formules de 
multiplication pour les fonctions ct', p. II suffit de r^p^ter ce que 
Ton a dit au n^ 347 pour ^tablir les formules de multiplication re- 
latives aux fonctions sn, cn, dn. 

Mais on parvient aux m^mes formules en d^composant la fonc- 
tion p{nu) en elements simples. 

Pour simplifier I’dcriture, nous poserons 


- 


2p.t0i4- 2 VW 3 






n 
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Ea appliquant la formule dii n° 3S8, on a 
rt2p(/iw) =:^p(a — — 

«^V) 

En integrant, puis passant des fonctions C aux fonctions Oi, on ob- 
tient ensuite les relations 


nl^( nil) = 2 t(u — A w -r B, 

11 




r . . « . +B« 

- i^(nu) = (— 2 
71 






Dans toutes ces relations les sommes sont etendues a toutes les 
combinaisons a, v des entiers o, i, 2, — i; le produit est 
etendu a ces memes combinaisons, la corabinaison \l = 0, v = 0, 
exceptee. 

La derniere relation s’obiient d’ailleurs aussi en repetant, sur 
la fonction ci{nu), les raisonneinents que I’on a fails an n*^ 134 


sur la fonction i ( u 


j~3 Wg^; elle resulte au fond d’un groupe- 

ment convenable des facteurs de la fonction d{nu) decomposee 
en ses facteurs primaires et de Tapplicalion de la formule (Vi)* 
Si, dans la derniere relation, on remplace u par -h et si 
I’on fait usage des formules (XIL), on volt que les expressions 

aAtOcctt H- 2Aa>| - 1 - aBco^ — 

f^,VI 

doivent ^tre, quel que soil w, de la forme im^rd, ou ddsigne 
un nombre entier; on a d’ailleurs 


{JL=n— 1 


V = ;i — 1 




(p*,v) 




on voit done, d’une part, que A est nul, et, d’autre part, que 
I’on a 

Bwac+ n{n — i) (1)2 7 )a = 


Si Ton ^crit cette 6galit6 pour a = i el pour a — 3, on irouve 
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success! vementj en faisant usage de la relation ^ (O 3 — ^^3 o) i =h — ? 

les relations 

amaWi — 2/?iict)3 = ip n(n — 1) t02, 

B = ±(a7n3rn— 27711 TQs) = ±^( 2 ^ 3 ( 01 — 2 miW 3 ) 

= — 1 ) 0 ) 3 ] = — 7l(/l — I)7]2. 

On a done finalement ^tabli les formules de multiplication 


CIC) 


(l) ^ o' ( ) = (— I ^ 2 « o' M jjl^ ■ 
(3) n2p(nK) = ^p(M — aji,v); 


et Ton a aussi d^montr^ les relations 


(ICi) 2 ?(a[i,v) = — n(n- p(a(i,v) = o ; 

dans toutes ces formules, les sommes sonl 6 tendues a toutes les 
combinaisons des indices p., v choisis parmi les entiers o, i, 2 , ..., 
n — I ; pour le produit, la combinaison p = 0 , v = 0 est except^e. 


400. Si Ton decompose en elements simples I’expression 


/l“}— — a,)c'(« — aj)...a’(£{— av) 



qui, comme on I’a vn au n® 391, repr^sente une fonction double- 
ment plriodique ordinaire quelconque de u, on obtient des iden- 
tit^s int^ressantes. Ainsi, puisquela somme des residus de/(a) 
est nulle, on doit avoir 


=2 

kz=l 


<i{ak—bi) (fjak— b,^)...<f(ai—b„) 

tf(£iA — a,). . a*_i) cs'(aA — ajc+i ) . . . <i{ak— fly) 


Pour V = 3 , cette relation est identique ^ la relation (Vila). 
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II. — Les fonctions sq, cn, dn. 


401, Les fonctions 


^ G'Wau 






jTOJv 
i. 


-f- to^) 
o' U -h W ) 


sent des fonctions douLlement periodiques de seconde espece, a 
multiplicateurs + i et — i ; les derniers membres appartiennent 
au type (Jl£)(?^) du n® 366. 

Lescarresdes fonctions ^ sontdes fonctions doublement perio- 
diques de premiere espece ; observons que les formules (LXIIL^s,^) 
ne sont aiitres que des formules de decomposition en elements 
simples. li en est de ra^me des formules (LXEL^c) relatives aux 
fonctions ?oy(«)W(“)- 


402. La tyorie de la decomposition en elements simples des 
functions de seconde espece conduirait sans difficulte aux equa- 
tions differentielles que verifient les fonctions par exemple, en 
observant que lafonction ?yo(^^) admet les mSmes multipli- 

cateurs que la function ?ao(^^)? n’ayant pas d’aulre p61e que 
zero dans le parallelogramme des periodes, peut jouerle role d’e- 
lement simple, et que cette m^me fonction ^po(^)5yo(^^) admet, 
comme pole unique, le p61e double u = o^ on voit qu’on peut 
ecrire 

^po(K) Iyo(") = + B|;o( 

A et B 6tant des constantes : or, en se rappelant seulement que le 
developpement de ?aa( suivantles puissances ascendantes de m, 

commence par un ternie en - et ne contient pas de terme ind^- 

pendant de on voit de suite, si Ton ^gale dans les deux mem- 
bres les coefficients des puissances negatives de qu’on doit avoir 
A = o, B = — I : on retro uve done ainsi la forraule (LXI*) 
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d’ou Ton deduit immediatement I’equation difFerentielle (LXII)) 

?ao(«) = [^a- ^r-J- SaoC^OJ- 

Supposoas n impair. Dans le parallelogramme des pe- 

riodes de la fonction p(w | (o,, (1)3), les fonctions ^3^? 

cosj sent doublement periodiques de seconde esp^ce, 

avec les memes multiplicateurs dz i que les fonctions 
?py(w), Leurs p6les et leurs z^ros se metlent immediatement en 
evidence, d’ou Ton conclnra sans peine leurs expressions sous 
forme de produits rentrant dans le type du n°389; on retrouve 
ainsi les formules, relatives aux fonctions que Ton obtiendrait 
par la division membre a membre de celles, relatives aux fonc- 
tions d, qui figiirent au Tableau (XXVI). 

La decomposition en elements simples permet d’obtenir, sous 
forme de sommes, les expressions des fonctions 

5oa (u , ?ao (u (“ “s) ! 

on trouve ainsi, en particulier et en conservant les memes nota- 
tions qu’au n° 129, 


sos ( ~n^ 


^13 


VEi — Ea \ / 


?S3 ^ W = 


(r = To, ri, ..., r„-i). 


Les formules (LXXXVII7-9) et (LXXXIXr-g) se deduisent de 
celles qui precedent par le passage des fonctions ^ aux fonctions 
sn, cn, dn. 


404. Les combinaisons que Ton pent former en multipliantunc 
fonction ? de Pargument u par une fonction ? de Pargument u-{-a 
sont des fonctions doublement periodiques de premiere ou de se- 
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conde espece; on parvient a des formules interessantes (*) en les 
decomposant en elements simples. 

Considerons, par exemplej la fonction ? 3 £o(zO €st 

de premiere espece, dii second ordre; ses poles, quisont simples, 
sont 0 , — a et les points congruents; le residu relatif au premier 
pole est conclat de suite 

-f- a) = ) [w « — t( u -h a) -h A]. 

A est une constante que Ton trouve egale a en ecrivant que le 
second membre est nul pour u — Wa- 
Nous recrivons ci-dessous laformule ainsi completee, et d'autres 
qui s’en deduisent, en ajoutant on cop a ou a a, Ges formules, 
et celles qu’on en deduirait en echangeant les lettres u et don- 
nent les decompositions cherchees de celles des combinaisons que 
Ton considere qui sont de premiere espece, 

En tenant compte des relations (LXIIIs-g) on voit que la pre- 
miere et la troisieme des relations precedentes peuvent s’^crire 

— = fao(M) a) -h |3o(<^) 

- ?a(zz -h a) = (^a— ep) [^ya^ 5va( U -i- a) — |yo(<5s)]. 

Sans nous arreter a multiplier les relations de cette nature, 
rappelons que — t[u + a) -{-'Qa n’est autre chose (VII3) que 

— £ EJIJZLEJ^. Enfin, on voit aisement que, en faisant tendre a 
2 pii — pa ^ ^ 

vers 0 dans les formules precedentes, on retombe sur les formules 

de decomposition en elements simples (EXIII^a^^) des functions 

?3a(M), ?Py(«)- 

403. En consultant le Tableau (XIL), on aper^oit que le mul- 
tipllcateur de la combinaison \{u)\{u + a)j ou chacune des 


(*) Voir le Cours de M. Hermite, XXIV® Lecon. 
T. et M. - III. 
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deux fonclions I est aflfectee d’indices quelconques ^gaux ou ine* 
gaux, est egal au produit d’auLant de facteurs %aux ^ (— i) qu’il 
y a, parmi les indices des deux functions de nombres o et a. 
II en resulte que si />, r, s sunt pris parmi les nombres o, i, 
2, 3 , el q d’une part, r et s de J’autre, 6tant necessairement 
inegauXj les expressions kpq{u) sont des fonctions 

doublemen t periodiques de premiere espece ou de seconde es- 
pece avec les multiplicateurs +i et — i. Celles de ces fonctions 
qui sont de seconde espece sont celles pour lesquelles les deux 
syst^mes {p, q), (/*, s) admettent un element common et un seul. 

Considerons, par exemple, la fonction ^pq{u)^pr{u-^ ci) ou 
les nombres q et r sont differents entre eux et differents de p, 
et designons par s celui des nombres o, i, 2, 3 qui n’est ni 
ni q. 111 r. Cette fonction et celles qui s’en d^duisent, soit en rem- 
placant p par ^5 soit en ^cbangeant deux des nombres p elq ou p 
et r, ont les memes multiplicateurs; ces multiplicateurs sont d’ ail- 
leurs aussi ceuxdes fonctions \qr{u) et D’ailleurs la fonc- 
tion a) n’a que deux p 61 es, simples tous deux, dans 

le parall^logramme des periodes; elle s’exprimera done en fonc- 
tion lin^aire de deux des expressions 

z^l), lqr{U’^u\), ^qri^U ^ u',), 

les constantes u\ etant fixees de facon que les deux 

expressions cboisies aient leurs p6les congrus a ceux de la func- 
tion ^pq{u)\pr{u + a). La m^me chose s’applique aux fonctions 
qui se deduisent de la fonction ^pq{u) ^pr{i^ + ci)^ en remplagant 
p par s ou en ^changeant deux des nombres p el q on p el r, 

Dans chaque cas, les coefficients des fonctions lineaires s’ob- 
tiennent tres ais^ment en donnant successivement a u des valeurs 
qui annulent chacun des termes. 

On doit avoir, par exemple, 

^ayC^) g:) = AJoyC^^) H- B5oy(w a), 

et Ton determinera les coefficients A, B en supposant successive- 
ment = 0, w = — a. On irouve ainsi une serie de formules, 
parmi lesquelles nous n’en transcrirons que trois, parce que les 
autres, quand on passe (L 1 X|) des fonctions I aux fonctions o', ne 
fournissent pas de relations distinctes de celles qu’on deduit de la 
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meme facon des trois seules formules que nous conservons, savoir : 

[ -h flf) = l^oia) — ?ao(«) «), 

I (fiy— eg) ?a7(«) -H <^). 

De ces formules et de celles qui s^en deduisent par le change- 
ment de ic en a, il serait bien aise de deduire les formules d’ad- 
dilion des fonctions enfin on reconnaitrait mieux leiir nature 
et, en parti culler, leur genre de dlssjmetrie en les rdcrivant apres 
avoir remplace u par b el ii + a par — c, a, &, c 4tant alors sup- 
poses relies par la relation sjmetrique a + b + c = 0] mais nous 
laissons au lecteur le soin de developper ces malieres. 


406. Les notations relatives aux fonctions ^ permettent de con- 
denser beaucoup les formules. Lorsque I’on veut passer de ces 
formules aux fonctions sn, cn, dn, il est necessaire de particula- 
riser les valeurs des indices a, sorte qu’une formule ou 

ne figure qu’un seul de ces trois indices conduit a trois formules 
relatives aux fonctions sn, cn, dn; une formule ou figurent deux 
ou trois indices a, p, y fournit six fo^^mules qui, a la verite, peu- 
venl n’etre pas distinctes. Nous n’ecrirons ici que quelques-unes 
des formules relatives aux fonctions de Jacobi; le lecteur obtien- 
dra les autres, soil par le m^me precede, soit en ajoutant a I’ar- 
gument les quantiles K, fK*', K-i- ^K^ 

Tout d’abord la relation (LXIIIs) donne, pour a = 3 et en rem- 
placant u par —== 1 ? 

— €3 

{e,-e,) ( 7=^) = - e,- ( -7=^) 
\Vei—ezJ — 


ou, en tenant compte des formules (LXVIL), (LXXVIIIi) et 
(XXXVII 4 ), 


A '2 sn^ u == 


14 - A'2 


7)1 


Kv/ei — 63 




On en d^duit, pour w = o, 


(GII:) 


r(o) = 


i + A -2 


7}I 
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puis 

(GUO A-2sn2M = Z'(o)~Z'{zO- 


Comme on a cn- w = i — sn-z^, dn-zz = i — k- sn- zz, on en con- 
clat les formules 


(GIl) 


( cu^u^k'^ — Z^(o) 4- Z^(zz), 
( dn^zz = 1 — Z'(o)4-Z'(z4). 


Si dans ces formules on ajoute K, z‘K'j K+ zK^ ^’argument zz, 
on obtient des formulas analogues concernant les inverses des 
fonctions sn^z/, cn-zz, dn^zz etleurs rapports rauluels; toutes ces 
formules sent, au fond, contenues dans les formules (LXIII). 

De la meme facon, on d^duirades relations (XCVII), en y sup- 
posant a = 3, celles-ci : 



Z(zz) -H Z(a) — Z(zz 4- a) = Ar^snasnzz sn(zz -h zz) 

= [enzz— enu cti{u -h zz)] = ““ [d*i^ ~ dnzzda(zz4- a)]; 


puis, des formules (C 2 ), les snivanles : 


(CIO 


sn a cn zz dn ( zz 4- zr ) = dn a sn ( zz + zz j — cn a sn zz, 
enzr enzz dn(zz 4- z?) = daadnzzcn(zz4- a) 4- k'^ snzzsnzz, 
dnzzcnzzsn(rz 4-a) = snadn(zz4-zz)4-snzzcn([z4-zz), 
k^ cnzzcnzzcn(zz4‘a)= dnzzdnzzdn(zz 4 - z?) — /z'^, 


auxquelles il convient d’adjoindre, outre les formules qui resultent 
du groupe precedent quand on ndglige le premier membra, celles 
qu^on en ddduit en dchangeant les lettres u et a, et en rempla- 
cant successivement u par u — a et a par — a- 


III. — Developpement de pu en serie entiere. — Expression des 
ddrirees de pzz et de p(zz — zz) au moyen des puissances de pzz. 
— Expression lin^aire des puissances de pzz au moyen des 
d6riv6es de pzz. 

407. L’equation diffdrentielle obtenue pour la fonction pu 
conduit a des consequences imporlantes relatives au developpe- 
ment en sdrie de cette fonction el i I’integration de ses puissances 
entieres. 
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Rappelons tout d^abord qiie I’^aation differeatielle (Vile) per- 
met (n^ 101) d’etablir la formule recurrente 

r— 2 

(/•— 3)(2r-}-l)Cr = 3^C/Cr-j I ''5 4), 

I =‘2 

qui, jointe aux expressions deja connues (IX3) de et de C3, four- 
nit autant de termes que I’on veut dans le developpement de pw 

r= ao 

P«= ^5 +2 Cr+1 
r=l 

On reconnait immMiatementque la seriequi represente pu est 
convergente, sauf au point 0, pour tons les points interieiirs au 
cercle decrit du point 0 comme centre, avec un rayon egal au plus 
petit des nombres 2 | o>a[. Grace a la pmodicite et a Femploi du 
theoreme d^addition, on pent toujours ramener le calcul de pu 
au cas ou le point u est interieur a ce cercle. 

Du developpement de pu on deduit immediatement celui de 

= —/ pudu 

qui converge dans les m^mes conditions, et celui de la fonction 
transcendante entiere 

J" du -h [flu duy -h • . . ; 

les premiers termes des d^veloppements de pu^^u^ a'jifigureront 
dans le Tableau de formulas. 

408. On voit d’ailleurs, sans aucun calcul, sur la formule re- 
currente jointe aux expressions de Cj et C3, que chacune des ex- 
pressions Cr+i est un polynome entier en ^2, gz ^ coefficients 
numeriques rationnels. Parfois, on desire mettre en evidence la 
forme seule de Fun ou Fautre de ces polynomes sans s’occu* 
per dela valeur numerique de ses coefficients; on y parvient fa- 
cilement en faisant usage de la formule dTomogen^ile (Illg)- 

Si Fon designe par 1 un nombre quelconque et par ce 
que devient Cr+i quand on remplace par Xwi, Xcog, on voit 

immediatement en appliquant cette formule que Fon ala relation 


Cr+i = X 
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D’autre part, si ]’on d4signe le polvnome enlier en ^ 2 ; gzi 
repr^senle Cr+i par 

Cr+i = 2 
(aj.ots) 


Oil a25 aa sont des en tiers positifs on nuls, oi est un nombre 
rationnel et ou la sorame est etendue a iin nombre fini de combi- 
naisons des en tiers a2, aa, on a manifestement 





£|1 


(aa.aa) 


it. 


II suffit de comparer ces deux r^sultats pour voir que les nombres 
entiers positifs ou nuls ao, aa qui correspondent au nombre entier 
determine, positif ou nul, r verifient necessairement la relation 


aocs-H 3a3 = r4-i. 


En tenant compte de cette relation, on volt immediatement 
quelle est la forme du polynome en g^ qui represente 
Ainsi le coefficient c ^2 de est de la forme A ^3 
ou A, Bj C sont des nombres rationnels, puisque la relation 
^a 2 + Saa = 12 n’est verifiee que ponr les trois couples d’entiers 
positifs ou nuls a 2 = o, aa = 4 ; ao = 3, aa = 2 ; ao = 6, aa = 0 . 

II va sans dire que ces resultats pourraient se deduire sans 
peine, par induction, de la formule recurrente elle-meme. 


409. Au d^veloppement de du^ il convient de joindre celui des 
functions ou, plus generalement, de Ja fonction transcen- 
dante entiere de 


f{u^ = 




o' Mo 


= Ao -H Aj M H- * . . + -1- 


qui se r4duit k da-ii pour Hj = Wa; la relalioa 

1 \ df{u,Ui) a/(M, ao) ! 

dont la deduction est immediate, fournit la formule recurrente 


A 


Tl 


dK-x 

duo 


~(n — i)ka-iput„ 
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qui permet d^obtenir autant de termes que I’on veul, des que Ton 
ales dens. premiers, qui s’obtiennent directement : on troave ainsi 

= Ai = 0, A2 = — pihj ^3 = — p* U qi A4 = — •••• 

ilneresle plus qu’a faire i/o=Wa pour avoir le developpement 
cherche, dont on troiivera les premiers termes dans le Ta- 
bleau (XCIII). 


410. En effectuant la division de la s^rie qui represente Uq) 
par la serie qui represente du, on obtient le developpement de la 
fonction Uq) du n® 374, sous la forme 


ZZq) = ^ ■ 


-il- 


a 

■ — r -T-. 


- — «« — r- 


developpement qui est valable dans les m^mes conditions que ce- 
lui qui represente pu; d’ailleurs I’^qualion differentielle lin^aire 
(n° 374) que verifie Uq) fournit, pour les coefficients ccfi dont 
rindice est superieur a 3, la formiile de recurrence 


i 

n (/z — 3)I 


2 

;j-^puo 


2 , 

(/t — 2j! 


^ Cy 




(n — 4)! 


-hliCs 


— 6 )! 






• ) 


ou les Cr sont les coefficients du developpement de Tindice /* 
ne doit pas depasser la valeur^; si n est pair, (/i~ ar)! doit, 

pour r = etre remplace par i. On trouvera dans le Tableau 
(XCIV) les expressions des premiers coefficients. 


411. Le raisonnement que nous avons fait pour p^u dans le 
n*^ 397 montre en general que ou n designe un entier positif, 
esl une fonction lineaire de pu et de ses d^riv^es, jusqu’a la 
( 2/2 — on a plusieurs manieres pour calculer ces fonctions 

lineaires, de proche en proche. 

Tout d^abord, mainlenant qu’on est en possession du d^velop- 
pement de pw, avec autant de termes qu’on vent, on pent appli- 
quer exactement la m^tbode que nous avons suivie pour p® u. 
c’est-a-dire la formule de decomposition en ^l^ments simples. 
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On peul encore utiliser cette remarque deja faite au n® 101 ; les 
derivees d’ordre pair de pit sont des poljnomes en pa. Inverse- 
ment I’expression de ces derivees permel, comme on le verra tout 
a I’heure, d’obtenir, par la resolution d’^uations du premier de- 
gre, les expressions lineaires des puissances de pu au moyen de 
pit el de ses derivees d’ordre pair. II y a done quelque inter^t a 
pouvoir pousser un pen loin le calcul de ces derni^res ; voici com- 
ment on peut proceder. 

Si Ton pose pour abreger on reconnait aisement par 

induction (n® 101 ) que la deriv^e de pa, que nous repre- 

senterons par P,/, est un poljnome en de degre n-f-i; desi- 
gnons par P" les derivees premiere et seconde de ce polynome, 
prises par rapport a y. On aura 


d?n _ p; dy 
da ^ du^ 


da- ^ \du 


4-P 


, 


mais on a, d’une part, 


et, d’autre part, a cause des equations (Vn 6 _ 7 ), 



= 47 ^— ^ 2 / *“^ 3 , 




da- 


^ 2 ; 


on aura done, en remplacant, 

P»+i = (47^ - g%y ■~g%)K-+- ^ P« ; 

cette relation, jointe a celle-ci 

Pi = 672—! ^2^ 

permet evidemment de calciiler de proche en proche les poly- 
nomes P/^; on trouvera dans le Tableau (XCVII) les expressions 
de P ;2 pour les premieres valeurs de /i. 


4*12. Quand on vent pousser les calculs un peu loin, il est com- 
mode de les fractionner davantage et de calculer separement les 
coefficients de chaque polynome. 
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II suffit d’observer ceux des polynomes qu^on a calcules pour 
pr^voir qne doit etre de Ja forme 

ou les coefficients sont purement numeriques et ou ao, 

sont des entiers positifs ou nuls qui satisfoat a la condition 


2x2-1- 3 x 3 + 1; 

il sera commode tout a I’heure d’admettre que les indices a^, 
peuvent prendre d’autres valeurs que celles Ja, mais que, alors, les 
coefficients sont mils. 

Le fait que le polynome P,; est ainsi conslitu^ i^suiterait d’ail- 
leurs aisement des proprietes d’homogeneiU de la fonction 
p(w; ^2j ,^’3); il tious suffit ici de le regarder conime un resullat 
d’induction : car la substitution de la valenr precedente de 
dans le second membre de la relation de recurrence, montre bien 
que la loi se conserve pourP;?4.ij et que dans ce polynome le coef- 
ficient de 


est le nombre en posant 

-h 2 — 4*, — Saj) (27H- 3 — 4*2 — 6 * 3 ) 
— ( /i -H 3 — 2 aj— 3 * 3 ) ( /n- 4 — 2*2 — 3 * 3 ) 


dans cetle formula 32 et doivent etre deux entiers positifs ou 
nuls qui verifient la condition 2a2^-3a3g/^+a, etceux des coef- 
ficients d’indice superieur egal a /?, pour lequel I’un des indices 
inferieurs est negatif, ou pour lequel la somme de deux fois le pre- 
mier etde trois foisle second depasse /i-fi doivent ^tre regardes 
comme nuls. La relation precedente permet evidemment de cal- 
culer les coefficients du polynome quand oaconnait ceux du 
polynome P«5 elle permet m6me de calculer autant des coeffi- 
cients que Ton voudra de P/^ en laissant n indelermine ; ainsi elle 
donne 

Af«f^3 = (2/2-h2)(271-{-3)Ai% 
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et comrae Ton a A.^ {, = 3 !, on en dediiil de suite 

=(2«-+-i)!; 


on trouve aussi, pour n plus grand que i , 2 , 3, 4) respectivemeni 


(a« + i)I 20 ’ 

Ai”> _ (n^-i)( 3 n- 8 ) 
(2n. + i)! “ 25.3.52 ’ 


(2n-fi)! 28 ’ 

A‘u\ _ ( n + i) 
(2/H-1)! ~ 2 ^. 5 . 7. II 


413. Ayant ainsi forint les expressions de Pa, P 3 , . il 
suffira de r^soudre les Equations ainsi obtenues par rapport a y-, 
. . • pour avoir les expressions de ces puissances de pu en 
fonction lineaire de y et de P,, Pa, P 3 , c’est-a-dire de et de 
ses deriv6es d’ordre pair; on obtient ainsi 


Lif -4- 
3 ! 2 ^ 3 ’ 


p««= V 


, . p”m , 3^a , gi 

p3 II ^ i ! 7 , 


^ “ 7! ^ 5 3 ! ^ 7 P“^2‘.3.7^^’ 


Sur ces formales, on lit immediatement les valeurs des inte- 
grales des puissances de pu. On trouvera dans le Tableau (CXI) 
ces valenrs pour les premieres puissances de pu. 


414. Mais, quaud I’exposant de la puissance de pu est un peu 
elev^j il vaut mieux calculer les expressions directement, sans 
passer par la resolution des equations du premier degre. 

On y parvient facilement en formant la derivee seconde de p" a 
par rapport k u; cetLe dtJrivee est 


(tI — 1 ) p'2 ^ -i- W 24 

= n(n — i) 7«-2(47*— ^27~i?3) + n7"“‘ (s/**— ^ 

= 2n(an-i-i)7«+*— n(n — i)g3y'‘~^; 


on a done 

7.V+1 


d^(yn) 2/1 — 1 , 71 — I 

— + - 7 - -j : ^j 7 '*~‘ + —- - rr; # 37 ''“* ■ 


2rt(2n-t-i) du^ 4 {'in+i)^ 


a( 27 H-i) ^ 
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et il est clair que cette formule permettra d’obtenir rexpression 
lindaire de au moyen de y et de ses ddrivees, si I’on con- 
nait de pareilles expressions pour y"~-, y'‘~',y'‘- 
Le calcul se fera simplement en supposant 




I 

( 2 / 1 — i)! 


auia -2 ( 2 rt- 27 ‘ — i;! 


3 ! 




les coefficients BJ."' etant des poljnomes en ^2, ^3. En sabstituanl 
dans le second membre de I’equation precMente, on obtient la 
relation 

B(«+n = 

^ o.Tlt 2/1 -H l) ^ 


*xn — i 
4(271 H- i) 


2(2 71 ' 


b'a-/’ 


a 3 - 


Dans cette formule onpeutdonnerarles valeurs 0, i, a, 
si I’on convient que les coefficients BJ."’, dans lesquels I’indice in- 
fdrieur est negatif ou est plus grand que I’indice supilrieiir, doivent 
etre regardes comme nuls. Elle permet d’oblenir autant de termes 
B^"’ que I’on veut. Bj"’ est egal a i, B'"’ a o, pour tout entier po- 
sit! f n. 


41 S. Si I’on veut fractionner encore les calculs, on constatera, 
sur les valeurs trouv 4 es, que B|."* pout etre mis sous la forme 


1 




oil les norabres entiers as, positifs ou nuls, satisfont a la 
condition 2a>4- Sas = et ou les coefficients purement num^- 
riqnes determinent park relation recurrente 


uCAi+ii - (2n-4g2-6a3)(27?H-i~4a2-6g3) 
*5 ^^9 27l(2/H-l) 


271 ■ 


4(2/1 


iL- 4 - ^ ^ 

|_I) £Xs-l,a3 2(27Z4-] 


aj-r 


Dans cette relation, on donnera k a2, aj toutes les valeurs entiSres 
positives ou nulles qui v^rifient la condition 2a2+ 4 - 
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en regardant comme mils les coefficients pour lesqiiels un indice 
inferieur est negalif ou pour lesqaels la somme des deux indices 
inferieurs, respectivemen t multiplies par 2 et par 3, est plus grande 
que I’indice superieur, 

Cette relation de recurrence pertnet de calculer Fexpression 
gen^rale d’autant de coefficients veut; pour tout 

entier positif /i, est egal a 1 ; pour n plus grand que 2 , 3, 
4, 5, on a respectivement 




n 

2 -. j ’ 






n(Zn — i) 

25.3.5* ’ 


B'l^l = 


71 ( I r 71 — 1 8 ) 

2 ^. 5. 7. 1 1 


416. Aux expressions qui donnent les d^rivees an 

moyen de pii et de p'w, il convient de joindre les expressions qui 
donnentj au moyen de lesderivees — a), 

prises par rapport a i4, de la function p{u — a). 

La formiile d’addition (VII3} peut s’ecrire 


p(w--a)-‘p2« 


1 — 

2 (pw — pa )2 


ou encore, en permulant les lettres w et a et en designant par/ 
la fonction pw, par/^'^^ sa deriv^e prise par rapport a Uj et 
pare, ce que devienneDt/,/^'*^ qiiand onyremplace u para, 


i {y — c)d'-^{y->r d)c’ 


Le second membre de cette fomule peut s’^crire 


A','” A'j"' B'<" ^ 

“ — c (j— c)2 ^ (7— c)*'^’ 

oil i’on a 


A<>»> = c, 




B'j») = 


c'^ 

2 


Oq volt, par induction, qu’on doit avoir en general 


p(n)(K_(X)=: A'a"'-!- 






y- 

B>j"> 


B<f> 

+ —TZ +...+ 


{j~cy- (7 — c)5 


(^y — 


]/, 
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et la demonstration m^me fournit les formules de recurrence 

= - a(2v + 1) I2 CvB'^j- c''(2v - i)B<''>~ c'2(v - 1) b;,1!i, 
B(«+iJ = -(v-i)A;i>j, 

qui s’appliquent pour v = o, i, 2 , ft 4-3) si I’on regarde 
comme nuUes les quantites B dont I’indice inferieur est plus petit 
que 2 oil plus grand que I’indice superieur augmenle de 2 . Ces 
formules permettent de calculer les coefficients et pour 
chacun des indices ft. 


417. Les relations 


T r 

- pW(i{- a)+ - — «) = 




(/— Cf+2 


que Ton deduit des precedentes et de celles qui en resultent par 
le changement de u en — u, donnent immediaiement, par inte- 
gration, les formules du Tableau (CXII), qui permettent de cal- 
culer facilement, pour un entier positif quelconque n, les valeurs 
de I’inteffrale 

J ipu-cf 

Les calculs sont effectues pour les premieres valeurs de n. 


418. Quand a est egal a coa, les relations precedentes se sim- 
plifient parce que c' est nul ; on a alors 


p(« — (Ui) = ea-4- 


Af 

7- ex 


, p'(«-Ua)= — 


V.o)/ 


en supposant A,**' egal k Se^— y = {^a— <2p) (^a — 6^). 

Dans le Tableau (CXtl), le calcul des valeurs de I’int^grale 
J (p if ^ e y effectue pour les premieres valeurs de n . 
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IV- — Developpements en series entieres des fonctions snjCn,dn. 
— Expressions lin^aires des d^rivees des fonctions sn, cn, dn au 
moyen des puissances de ces fonctions. — Expressions lineaires 
des puissances des fonctions sn, cn, dn au moyen des d^rivees 
de ces fonctions. 


419 , Gonnaissant le d^veloppement de p u suivant les puissances 
ascendantes de il n’y a aucune dlfficiilte a calculer autant de 
termes que Ton vent dans le developpement des fonctions 

ipyW, qui sont des fonctions algebriques simples de on 
n’a qu’a appliquer les propositions ^lablies dans rintroduction. 
Nous nous contenterons de donnerqiielques explications k propos 
de la fonction 


snu 


/ci — C3I03 


u \ 
^3/ 


/gi—ga 


D’apres la relation d’homogeneite (VIII3), on a 


P 


s/ex 






= (ei~e 3 )p(w; ^'2; ^3), 


en posantj pour abreger, 


en se reportant aux formules (XXXVl8,4)5 (XXXVII^J2)J on a 
d’ailleurs les relations 


^2 






■ 0 ? 


gz 


{ei—ezf 


^^7 


(n-A’2) 


la relation entre les fonctions sn et p peut done s’^crire 


SUM = — — — ” Z "”— 

g'„ s',)- 


I 



g'%. 


in- 4 - 2 ' 
3 


En utilisant le ddveloppement de pw et en tenant compte des 
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\aleurs de on trouve 


/ . IS I k^ — k--t- 1 ^ 

}!{«: #-2, g-i) = -, j- 


puis 


sn u = u 


I -I — = u*- 

3 ID 


_1 
1 lu 

• * • 3 


on n’a plus, pour trouver le developpement clierclie, qu’a appli- 
quer la formule du binome : on trouvera dans le Tableau (XCVl ) 
les premiers termes de ce developpement. 

Les polynomes en A'- qui figurent dansle developpement de sn u 
comme coefficients des puissances de u sont r^ciproques; cette 
circonstance resulte de ce qu’il en esl manifestement ainsi dans 
le developpement de 


a cause des valeurs de et de g^. La consideration de ce deve- 
loppement permet aussi de reconoaitre aisement le degre de ces 
polynomes : le coefficient de est de degre en A-. 


420. II va sans dire que Ton obtient de la meme facon les de- 
veloppements de cnz^ et de dni:/; on en trouvera les premiers 
termes dans le Tableau (XGVI). On peut aussi les deduire du 
developpement de sn?^ par les formules 

1 1 
COM = [i — dni4 = [i — A2 


enfin, on remarquera qu’il suffit d’avoir le developpement de Tune 
des fonctions cnu^ daw pour avoir aisement le developpement de 
I’autre, comme il resulte des formules de transformation relatives 
au cas 3*^ des Tableaux (LXXXg^e)? oil Ton peut supposer que le 
nombre c est un multiple de 4 et qui donnent alors 


Z = 


F 






Les memes Tableaux donnent la relation 


sn 



= ksn 
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qui, jointe a ce que le coefficient de polynorae en k- 

de degre met aussi en evidence la reciprocite de ce polynome. 

421, D’autres methodes que nous aliens indiquer sommaire- 
ment permettent de retrouver ces resultats et quelques autres, 
Les equations differentielles que v(5rifient les fonctions sn, 
cn, dn sont loutes de la forme 




ou a, c sont, suivant les cas, des fonctions connues de Ci , ^o, 
ou de A'-; les consequences qu’on peut tirer de ces equations sont 
toiites pareilles a celles que Ton a deduites de Tequation diff^- 
rentielle que verifie pu, et les details que nous avons donnes a 
ce sujet nous permettent d’etre maintenant plus brefs. 

Les derivees d’ordre pair 2/1 de toute fonction qui verifie 
une equation differentielle de la forme 


= c 


sont des polynomes en y, de degre 2/1 + 1 , ne contenant que les 
puissances impaires de y. On a, en effet, en posant 

et en admettant que soil un polynome en y satisfaisani aux 
conditions enoncees, dont les derivees par rapport a y sont Q'^ 
et Q", la relation 

Q«+1 = Q;; iay*-^by^-{-c)^ Q;, i^ay^^ by). 

Si Ton pose 

Q/i = h.^yy^ 4- . . . -h ^ 

on trouve 

^ = 2r (2r — r) a Aj.l\ -f- (2r 4- i)^b -h (2/- 4- 2) (2r + 3)c 

Cette dgalite permet de calculer les quantiles puisque Ton 
connait = 2^S5, A5,^^ = 6; r doit y prendre les valeurs 0 , i, 
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2, . . . , n + I ; lorsque dans le second memLre un indice inferieur 
est negatif ou plus grand que Findice superieur, la quantity 
correspondante est niille. 

On trouvera dans le Tableau (XC\T[n) les resultats ainsi obte- 
nus pour les premieres valeurs de j\ 


422 . Si Ton vent fractionner les calculs davantage, on obser- 
vera, sur les premieres valeurs calculees, que est un poljnome 
entier en a, c homogene, a coefficients en tiers et positifs, de 
degre n si Ton regarde bj e comme du premier degre, de degre 
n — r si Ton regarde a, c comme etant respectivement des de- 
gres Oj I, 2; on peut done poser, si cette loi est generate, 


(a) ^ 

les AJ?y etant des coefficients purementnumeriques; r peut prendre 
les valeurs 0, i, 2, . /i; r etant choisi, y doit prendi'e les va- 
leurs 0, I, 2, ... jusqu’a ou 2 - 1 ^— i-> suivant que n—r 

est pair ou impair. La generalite de la loi se demontre par induc- 
tion et Ton parvient en meme temps a la formule 


2r{2r — i) i)^ 4- (2r 4- 2) (2/’ -f- 3 ) ; 

r ayant ete choisi parmi les nombres o, i, 2, . . ., /i -f-i, 

Y doit prendre les valeurs depuis o jusqu’a — ^ - ou - — ^ — ^5 

suivant que n — r est pair ou impair; d’ailleurs, dans le second 
membre, ceux des coefficients ou le premier indice inferieur est 
plus grand que /i, ceux ou le second indice inferieur est plus grand 

que - Y " nuls, ainsi que ceux dont un indice inferieur est 

negatif. Tous les nombres sont entiers et positifs. 

Observons que la relation que nous venous d’etablir donne, en 
particulier, 

AteVo = 2) Aj«+i^ = Ai«^, 

d’ou Ton deduit sans peine 

T. et M. - m. 
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Les calculs se font assez rapidement, et Ton observe avec un 
peu d’ attention que I’on a (‘) 




•H-32» 




2 — 

2* ’ 


kin) 

■^3,0“ 


_5 + Q.32;j_5.52rt4.^2/i 


, 14— 28.38»+ao.5-’«-7.7®«+92« 


423. Si la fonclion y est impaire et s’annule pour « = o, comme 
?oa(«) ou sn(u), on a, dans le voisinage de u = o, 




y;' 


en d^signant par y'l, yy, ... les valeurs pour u = o des de- 
rivdes d’ordre impair; on a d’aiUeurs 

d% Qt <fy 
du^”^'- du. du 


et il est clair que, pour u = o, Q', se reduit a A™ el ^ y/c; 
peut done dcrire ’ 


■=^[t 


+ Ay) 


I .2.3 


+ A>y 




1. 2. 3. 4. 5 




Kln+i 


•I)! 


on 




par esemple, pour y = ioa(M)) on a a = (ea— ep) (ca — ey), 
i = 3e«, c = i; pour/ = snM, on a a — k-^ 6 = — (i + A'^), 
c = I ; on aura done le developpement de 5oa(t^) et eelui de snt«. 
Pour cette derniere fonetion, les quantiles A^"’ sont des polj- 


( ‘ ) Dans sa Th^se {Annales de VEcole Normale supirieure, 2 “ s6rie, t. VI, 
p. 265), M. D. Andr^ a montrd que,quand on se donne arbitrairement r et y, les 
quantit^s sont des fonctions de n d^finies par la relation 

f=5r+Y 

A5^j= 2 + 

«=o 

oi $o(«), (n), .. ., ®,(n) sont des polynomes en n, de degrd y, i coefficients 

rationnels, qu'il reste k calcuier, tandis que pour cbacun des indices t > 
est un polynome en n de degrd y — i -h r. 

Ce rdsultat est ddduit de recherches fort interessantes qui out permis k M. D. 
Andrd d’^tablir I’dquation g^ndratrice Ires simple de la sdrie rdcurrente dont A{,^^ 
est le terme general. 
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noDies en/:-, de degre n en A'-, comme il resulle evidemment de 
la formule (a), qui s’ecrit alors 

k'f = (- 1)“2 ’ 

(Tl 

il est maaifeste, sur cette formule, que ces poljnomes sent reci- 
proques. 

■424. Si j est une fonction paire et prenant pour u = o la va- 
leur I, comme enz^, dnzz, on a, dans le voisinage de u = o, 


j = I- 


1 .2 


I ,2.3.4 




(2/2;! 




en deslgnant par Q^,Q 2 , ... ce que deviennent, pour 

y = I, lesfonctions Q>, Q^, on a, en genera!, 

si I’on se place, par exemple, dans le cas de enzz, on trouve 


2 (- i)^r AJ,fyA2(^-+-Y>(2A*2-- _ /^2)v, 

(T) 

Dans ce cas, les polynomes sont, en A-, de degre maximum 
egal kn; il en est de m^me de Qn] dans ce dernier polynome, le 
terme independantde est i ; dans la somme . .-hA|f \ 

il n y a, en effet, que F^lement A^^* qui contienne un terme inde- 
pendant de terme qui n’est autre chose que Dans ce 
meme polynome Q^, le terme en fait d^faut, cela tient ace 
que Pon a ici <2 + 6 4 -c = o, 2 a + 6 = — i; en sorte que Pex- 
pression generale Q" {ay^ -h by- + c) + 4- by) de Q/^^i , 

quand on y remplacey par i, se reduit a — en d^signant par 
QJj ce que devient la ddrivee de Qa prise par rapport i y apres 
qu’on y a fait j— i ; comme Qn ne pent contenirP qu’au degre /?, 

il est clair qu’il en sera de m^me de ; par suite, Q /2 est un 
polynome du degr^ n — i par rapport a A^. 

425, En resol van t par rapport aux puissances dey les expressions 
des d&ivdes d’ordre pair de la fonction y, on voit que les puis- 
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sances impaires dey s’exprimentlineairement en fonction de y et 
de ses deriv^es d’ordre pair;y-^+^ contiendra les derivees jusqu’a 
I’ordre a/i; mais il est plus commode de calculer directement les 
expressions de ces puissances, qui sont utiles dans le calcul inte- 
gral; dll meroe coup, on niontrera que Ips puissances d’ordre pair 
s’expriment lin^airement au mojen de y^ et de ses deidvees. , 
On a, en effet, 

7i(n H- t) n{n — i) 

et il est manifeste que si Ton a exprime y*^ et en fonction li- 
neaire dey et de ses derivdes dans le cas ou n esl impair, en fonc- 
tion lineaire dey- et de ses derivees dans le cas ou n est pair, on 
obtiendra par celte formule une pareille expression pour y'^+ 2 ^ 


426. Si Ton vent fractionner les calciils, on procedera comme 
il suit. 

Pour le cas des puissances impaires, remplagons dans Tegalite 
prec^dente n par an — ' i, et posons 


(aw)! ay-'H-i = B)") • 


. Bin) ^ 7 . 




on trouvera aisement la relation 


- (a 71 ~ I )2 6 j - (a 71 ~ 2 )2 ( 2 71 - 3 ) ( 2 n — I ) ac 

qui, joinle aux relations — 6, permet 

de calculer facilement les quanlites B^'^^ L’indice 7* doit prendre 
les valeurs o, i, a, n; dans le second membre celles des 
quanlites pour lesquelles I’indice inferieur est negatif, ou 
plus grand que Pindice snperieur, doivent Stre regardees comme 
nulles. Il est clair que Bg'^^ est toujours egal a i ; les quantites 
sont des polynomes entiers en b et en ac a coefficients entiers. 
On trouvera dans le Tableau (CXIII) les expressions de ces poly- 
nomes, pour les premieres valeurs de n. 


427. Si Ton vent fractionner le calcul davantage, on observera, 
sur les premieres valeurs de ces polynomes, qu’ils sont homogenes 
et du degr^ r en & et en ac^ quand on regarde b comme du pre- 
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mier degre et ac comme du second. On est ainsl conduit a poser 




les coefficients etant purement nuraeriqnes. 

L’indicer^tantchoisi parmilesnonabres o, i, 2 ; /i, Pindice v 

doit prendre les valeiirs o, i, 2 , - ^ on ? selon que r est 
pair ou impair. La generalite de cette supposition apparait imme- 
diatement et Pon trouve du m^me coup la relation 

B}.« I = B;.«“ 1 J - ( 2 71 - 1 )^ BJl-iJ.! - (2n-2)2(27l-3)(2 7l — I) . 


Pour ce qui concerne sna, on reconnait immediatemeut que les 
polynomes regardes comme des fonctions de A*-, sont recL 
proques. 


428. On observera que, si dans Pequation 

on remplace y par elle prend la forme 

! dz\- , j ^ 

[Wi) 

on en dednira, puisque les poljnomes ne cbangent pas quand 
on echange les lettres a et c, 

(in)! + BW - +. . .+ Bt«>j-i. 

La m^me m^thode s’applique aux puissances paires dey; leurs 
expressions s’obtiendront en partant de la relation du n“ 425 ou 
Pon remplace n par 2 n. 

On trouvera dans les Tableaux (CXIII) et (GXI7) les expres- 
sions des integrales 

J* yin-hl (III et J* du^ 

d^duites des relations precedentes et permettant de calculer suc- 
cesslvement ces integrales pour les premieres ^aleurs de n. 
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V.— Application de la transformation de Landen an d^veloppement 
en s6rie entiftre de la fonction cn. 


429. On pent, comme I’a montr6 M. Hermite (' ), obtenir, par 
une voie tout autre que celle que nous avons suivie, les coefficients 
des puissances de dans ie developpement de la fonction cnti. 
On sail d^ja, par ce qui pr4cMe, que dans ce developpement le 

coefficient cnf2"^(o) de ^ — - j ; ordonnesuivant les puissances crois- 

santes de 4®, est de la forme 

cn«»)(o) = (-i)«[n-A<«)A:2-(- 

Oil A'”’, A'"’, . . sont des quantites purement numeriques, 
qu’il s’agit de calculer. 

La formula de transformation de Landen (LXXXIL) 





da 


u 

l-rk! 


va nous permettre d’eflPectuer ce calcul pour chaque indice 
Cette formule est une identite par rapport a u et par rapport a 

Si I’on changes en donnant a a, 6, c, d des valei 

rentrant dans le cas 3^ du Tableau (XXc) et pour lesquelles k se 
I ik! 

change en et k' en rfc (LXXXg), elle devient 


cn 




k±ik’) 






ku 


\k±:.ik' k 



ou les signes superieurs se correspondent. Le second membre se 
Iransforme par les formules du Tableau (LXXXe), 6crites dans 


(^ ) Voix Comptes rendus de VAcademie des Sciences, t. LVII, p. 6 i 3 et p. 993. 
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ce m^me cas 3^ pour c = o, en 


On a ainsi 




cn 


U-±jA-' 


3 k 



{k + ik') cn ± ik') u, 


k qi ik'^ k sn^{u. k ) ^ 
cn ( k ) ’ 


on d^duit de ces deux relations, par addition, en posant anssi 


ridenlite en m et a 


k ± ik' = 


tiCOsacn(zz, cosa). 

II suffit de developper chacune des fonctions 

^ cn( cn(zi, cosa) 

par la formule de Maclaurin et d’egaler les coefficients des memes 
puissances de u dans les deux membres, pour obtenir enire les 
nombres et a la relation 

cos [(2 7Z — i)a] -h cos[(27i --3)a] -h A^i^^cos[(27i — 5)a] 

4- A}fi 2 C 0 s[( 2 n — 7) a] 4 -. . = cosa 4 - 
4- Afj'^^cos^a 4- ... 4 - Aifii cos^^-^ « ; 

les deux derniers termes du premier membre sont 

Ajj+i cos 3 a 4- A{j"\ cos a, quand n est impair ; 

T“ ” 2 “ 

Ajj'^a cos 3 a 4- A|f^ cosa, quand n est pair. 

~ 2 

On transforme aisement le second membre en une fonction li- 
n^aire des cosinus des multiples impairs de a. En ^galant ensuite 
les coefficients des cosinus des mtoes multiples de a, on obtient les 
relations cberch^es; on a d’abord A^^^i^=i, puis successivement, 
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en designant par le coefficient binomial 


. 1 ft(ra— A'+i) 


I.U.. .k 






1 n — I 

o 

0 


A'A /2ra-3 


) 




K{n) 

L 


^ ^ A 1 - 4 ^ , 

22/1-8 




- A^/2n-3\ 

\ n — 'ij n — 3/ 


a;«) = 


;i7^ — I 
/2 — I 


-H. 


kf 7.G A^'^) 5 A/^^ 


‘28 1.2 2^ I 


22 


Alfig — 3 

22/1-4 n — 2 


5.4 A\^^ 3 

1 o'" 7 + 1 1 


1.2 


2^ I 


oil Ton doit remplacer par i et ou, pour n impair, on doit 

remplacer Tindice [Ji par ^ I’indlce v par landis que, 

pour n pair, on doit remplacer I’indice [x par et I’indice v 

par- - De simples resolutions d’equations du premierMegre don- 

nent ainsi directement, pour chaque Indice n, les valeurs des con- 
slantes A'"’, A‘”’, . . . , A];"’,, et il importe de remarquer, pour les 
calculs numeriques, que Ton a un procM^ de verification de ces 
calculs puisque I’on a n Equations et ri — i inconnues seuleraent. 

Comme on I’a fait observer au n®420, le developpement de la 
fonction dn(ii) se deduit iinmediatement de celui de la fonction 
cn(M). La relation 

sn'(a)= cii(K)dn(M) 

permet ensuile d’obtenir aiseraent le developpement de la derivee 
de la fonction sn(M), et, par suite, celui de la fonction sn(M) elle- 
m4me. 

La methode de M. Hermite ne fournit pas seulement un nou- 
veau procede pour dresser assez facilement le Tableau (XCVI) ; 
elle permet d’obtenir aussi la loi de formation des coefficients des 
polynomes cn(^'*^(o) ordonnds suivant les puissances de k^. 
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VI. — Application aux fonctions de Jacobi de la m^thode 
de decomposition en Elements simples. 

430. Quand on vent appliquer directement aux fonctions de 
Jacobi la methode de decomposition en elements simples, ce qui 
permet de retrouver les relations essentielles enlre ces fonctions, 
il convient d’introduire, comme element simple pour celles de ces 
fonctions qui sont doublement p^riodiques de premiere espece 
dans le parallelogramme des periodes o, aK, 2(K4- fK^), 

la fonction impaire Z(w) definie an n° 316; elle admet, comme 
p6le unique et simple dans le parallelogramme, le point iK!; son 
residu relalif a ce p61e est i ; elle s’annule pour w = 0 et « = K et 
jouit des propridtes mises en evidence paries formules (LXXIX2-3) 
qui montrent clairement comment elle pent jouer un role ana- 
logue a la fonction en sorte que toute fonction doublement 
periodique de premiere espece dans le parallelogramme considere 
est, a une constante additive pres, une fonction lineaire de quan- 
tiles telles que Z{u — a), Z(^^ — b) et de leurs derivees; les con- 
stantes b, n’etant autres que les affixes des poles de la fonc- 
tion consideree, diminuees de f K^ 

(u) Q\(u) 
ei(M; 

peuvent jouer le r6leque nousvenonsd’attribuer a la fonctionZ(t^). 

431. Quand on se sert comme element simple de la fonction 
Z(u), il est souvent commode, surtout pour la determination de 
la constante additive, d’avoir les premiers termes du developpe- 
ment de cette fonction en serie enti^re. On les obtient ais^ment 
au mojen des formules (CII4) en utilisant le developpement de 
sn u. On trouve ainsi 

(CII,) Z(a) = Z'(o) + 

432. De m^me que Ton substitue aux quantiles 0)3 les quan- 

tiles K et K'introduitespar Legendre, on remplace, dans lem^me 
sjst^me de notations, les quantiles par les quantiles E, E' 


Il est a peine besoin de dire que les fonctions ’ jgp 
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qae definissent les egalil^s 


(I) 

n-A-2 


E 

3 

K 

K 

( 2 ) 



E' 

3 

/KVei— -^3 

-I K' 


On remarquera (n° 406) que le premier membre de I’egalit^ (i) 
est egal a Z\'o). 

L’introduction de ces notations permet d’ecrire la relation (Clle) 
sous la forme 

dn^w = g H- Z'(w). 

On en deduit immediatement, en se rappelant que Z(o) et Z(K) 
sont nuls, la formula 


/ dii2(4(f, A) = E, 


ou rint^rale qui figure dans le premier membre est prise suivant 
le segment de droite qui va de o au point K. 

Si main tenant on fail la transformation 

Qli=ct)3, Q3 = — ajjj 

qui, ainsi qu’il rdsiilte des formulas (LXXX 3 _ 5 ), donne 

l^k\ L=K', L'=:: K, /ei — Es = — I /ei — e-, 

et 

Hi=C(iii)==C(tOs)==r,3, 

notre derniere formula deviendra 




du = E', 


oil I’integrale qui figure dans le premier membre est prise suivant 
le segment de droite qui va de o au point 

Observons que la relation videos — 7l3a)^ = ^ pent s’^crire 


_ -ns 

K^/ei— es iK!^ei^ez 
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si done on introduit E, E' an moyen des relations ( 0114 , 2 ), elle 
prend la forme 

(GII3) EK^-f-E^K-KK^= 

qui est celle sons laquelle elle s’est d’abord presentee k Legendre. 

Relativement an m6me parallelogram me o, 2 K, 2 (Kh-zK'), 
2 iK! et pour les fonctions de seconde espece, M. Hermite a em- 
ploy^ comme element simple, dans line suite d’importantes re- 
cherches, la fonction de u 

W(o)E(u-^b) 

H(a)H(zO ’ 

qui ne diflPere pas an fond de ia fonction cJ19(m), comme nous Pa- 
vons montre au n° 371. Elle admet pour pole unique et simple le 
point o ; le r^sidii relatif k ce p61e est i . 
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CHAPITRE III. 

SUITE DES TH^IOREMES GENERAUX. 


433 . Considerons une fonction doublement periodique ( * ) dn 
second ordre F(^^) aux periodes 2(0^, 20)3 et supposons d’abord 
que ses deux poles a, h soient distincts; a, b seront aussi les 
poles de la fonction doublement periodique du second ordre 
F(?/) — F(i^o); comme Uq est un zero de cette fonction, son se- 
cond zdro sera a + b — u^tl Ton aura F (a + 6 — Mo) — F (wo) = 0 ; 
comme Mo est quelconque, la fonction F(m) prend done les 
m^mes valeurs pour deux valeurs de u dont la somme est 

On peut dire encore que la fonction F + m j est 

paire; les p 61 es de cette derniere fonction sont ± ; ils sont 

distincts des points 0, to^, coo, 0)3. La d^rivee F' \ ^ - de 
cette mSme fonction est impaire et n’admet pas de p 61 es distincts 
des poles de la fonction F 4- ii}j ; etant impaire et etantfinie 
pour M = 0, elle est nulle pour cette valeur; elle est nulle aussi 
pour M == cDa : en effet, les deux quantiles finies F' 4 - o)aj j 

doivent etre egales et de signes contraires puisque 

la fonction F^ impaire, et 6gales puisque 20^^ ^st 

une periode de la fonction F'(m). Ainsi les quatre z6ros, ^videm- 
ment simples, de la fonction du quatrieme ordre F'( m), sont 

a-hb a-^b a-^b 

, |-0)i5 1-0)2, h 0>3. 

a 2 2 ’ 2 

( ‘ ) Dans tout ce Ghapitre il ne sera question que de fonctions doublement 
periodiques ordinaives. 
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La fonctlon doublement periodique 

X [f( «) ~ F + 0), ) ] [f( k; - F 4- toa) ' 

est du huiti^nfie ordre; ses zeros sont en evidence; chacun est 
double, puisque la derivee de chaque facteur s’annule pour le zero 
correspondant; elle admet les memes zeros, an meme degre de 
miiltiplicite que la fonction elle admet aussi les memes 

poles, au meme degre de miiltiplicite; le rapport des deux fonc- 
tions est done une fonction doublement periodique 

qui n’admet pas de poles : e’est une constante; par consequent : 

Toute fonction doublement periodique y de la variable u, 
du second ordre, a poles distincts, verifie une equation diffe- 
rentielle de la forme 

(S = 

oh M, A, B, C, D sont des constantes, 

Soit maintenantjK=: f{u) une fonction doublement periodique 
dll second ordre admettant le pdle double a. On reconnait, comme 
precedemment, que la fonction f{a + u) est paire et que son pule 
est distinct des points coi, CO2, CO3; puis, que la fonction du troi- 
si^me ordre /'(z/)n’admetpas d’autres zeros que les points a+ci>,, 
a-hcoM, a + Wg; par consequent : 

Toute fonction doublement periodique y de la variable u, 
du second ordre, a pole double, verifie une equation diffe- 
rentielle de la forme 

oil M, A, B, C sont des constantes. 

Telle est, par exemple, la fonction jjzi. II resulte de l^i que les 
deriv^es d’ordre pair d’une fonction doublement periodique du 
second ordre y sont des fonctions rationnelles entieres de et 
que les d^riv^es d’ordre impair sont egales au produit dey par 
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une fonction rationnelle entiere de/. Nous allons generaliser ce 
theoreme. 

434 . Sou cp(M) une fonction doublement periodique du second 
ordre, dontles periodes soient 2(03 et dont les p 61 es soient 
a, b. Toute fonclion doublement periodique ^{u)^ admettant les 
m^mes periodes que '^(2^)561 telle que Von ait $ (a + 6 — u) z=^<b{u), 
s’exprime rationnellement au mojen de cas ou la fonc- 

tion 0(^11) admettrait un p 61 e double a = b n’est pas exclu. 

Le th^or^me sera demontr^ si I’on prouve que la fonction 

ou A et B designent des constantes, s’exprime ration- 
nellement au moyen de or on pent toujours determiner les 

constantes A et B de maniere que la fonction ’ qui jouit 

des m^mes propri^les que la fonction ^(u) el dont les poles et les 
zeros sont respectivement les solutions des equations $(w) — B = o, 
$(w) — A=o, n’ait aucun p 61 e ou aucun zero qui coincide soil 

avec a, soil avec b, soit avec ; ^o\xs pouvons done faire im- 

m^diatement cette hypotbese sur la fonction ^{u). 

D^s lors, siaestunzero ou un p6lede cette fonction, a + b — a 
sera un z^ro ou un p6le, distinct de a, du meme ordre de muUi- 
plicite; la fonction $(w) aiiraun nombre pair de z6ros et de p 61 es; 
eUe sera d’ ordre pair 211, et I’on poiirra representer /z de ses p 61 es 
para, , a^, . . a/z, les autres p 61 es 6tant a + 6 — a,, a + — 
a-\-b — cLfi; dem^me,on representera de ses zeros par ^oj •••? 
j 3 ^, les autres ^tant a + b — — [So, ...,n+6~ ^,2. Si 

maintenant I’on considere la fonction doublement periodique 

on reconnait qu’elle admet les m^mes z^ros et les m^mes p 61 es 
que la fonction ^{u) au meme degre de multiplicity; elle lui est 
done identique a un facteur constant pres, et la proposition est 
demontree. 

Notons, en passant, cette fagon tres remarquable de repr^senter 
une fonction doublement periodique telle que maniere 

a mettre en evidence ses pdles et ses zeros. Le cas ofi 4>(ez) et 
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f{ii) sent des fonctions paires est parliculierement digne d’al- 
tention. 

Les formules (LXXXVII^.c), (LXXXIX 4 ^ 6 ), (CX,„c), ainsi 
que les formules analogues que Ton pent etablir pour les fonc- 
tions et dont Tune a ete obtenue au n® 337, peuvent etx'e regar- 
dees comme des exemples. 

435. Soit<p(M) une function doublement periodique du second 
ordre. Toute fonction doublement pmodiqiie ^{u)^ ayant les 
mSmes periodes queo[iL\ exprime rationnelle merit au moyen 
de o(a) et de sa derwee 'f'(ic)- Soient, en effet, a, b les deux 
poles de f{u), les deux fonctions doublement periodiques 

jouissent ^videmment des proprietes qu’expriment les equations 
f{u) ^f{a-^b-u)y fi{ic)^fi{a-^b — u)] 
ce sont done des fonctions rationnelles de on a d’ailleurs 

et la proposition est demontree. 

En particulier, si Ton prend pour une fonction paire, on 
voit que toute fonction doublement periodique paire ayant 

memes periodes que f(ii), s’exprime rationnellement au moyen 
de seulement. 

436. D'apres la derni^re des propositions que nous venous d’e- 
tablir, toute fonction doublement periodique aux periodes 
2(03 est une fonction rationnelle de pw, p'^^. 

II iinporte d’observer que cette derniSre consequence resulte 
tres simplement de la formule de decomposition en elements 
simples. Soit, en effet, /(«) la fonction doublement periodique 
consideree, dont nous designerons pour un moment les poles dis- 
tincls par Ui, Tordre du pole a/ 6tant Ut\ Si, dans la formule 

i=V 

/( M) = C +2 [A«)C(« - fli) + A'/’ ?'(« - a,) -T- Ai'^, - a,j], 

i=0 



0 


CALCUL INTfiGRAL. 


nremplace — «i) etsesderiveesparCw — n — ^ ' a ' ’ 

t les derivees de cette quanUte, qui sont des fonctions ration- 
elles de pu et de puisque toutes les derivees de pu sont des 
Dnclions entieres de pu et de p^u^ on voit de suite qiie/(w) 
’exprime aussi rationnellement au moyen des m^mes quantiles; 
n effet, apres la substitution, le coefficient de est qui 

St nul. La proposition annoncee est etablie. 

II resulte de ce raisonnement etdes expressions des derivees de 
)u au moyen des puissances de que, si la fonction double- 
aent periodique n’admet dans le parallelogramme des p^riodes 
[ue le pule zero, lequel est necessairement multiple, elle est ime 
onction entiere de pu et de p'w. On reconnaitra sans peine que si 
e pole unique est d’ordre tz, ainsi que la fonction doublement pe- 
iodique /(tz), celle-cise metlra sousla forme A + Bp'z^, A etant 

in polynome en pu dont le degre sera ^gal a ^ quand 7 ? est pair, 

dus petit que ^ quand n est impair, et B un polynome en pz/ 

[ont le degre sera 6gal a — — quand n est impair, plus petit que 

quand n est pair. 


437. Dans le cas general, en procedant comme on Ta explique, 
se met sous la forme 

A Bp'?/ 

, 


^ B, D etant des polynomes en pu. On parvient a cette meme 
orme par un procede un pen different qui va nous fournir sur les 
mlynomes A, B, D quelques renseignements utiles. 

Nous nous bornerons, pour simplifier, au cas oula fonction f{u) 
I'a point de pole ou de ziro qui soit nul; s’il en est autrement, 
e lecteur verra sans peine les petites modifications qu’il convient 
Tapporter a Tanalyse suivante. 

En supposant que la fonction f(u) soit d’ordre n, on peut la 
neltre sous la forme 391) 


fiu)=^G — 


n n 
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Oil C designe une conslante. On ne suppose pas que les nombres 
fl,, «2, . . an soienl dislincts, non plus que les nombres it, 
6,1 les premiers nombres sont necessairement 

lous difFerents des seconds. On a alors, en tenant compte de I’e- 
galite (Till), 

I ¥(«) 

c /(“) = —’ 


en posant 


F(«) = (— ij« 


D = (pii — pai)ipu—pa2).,,(pii^pan), 

(ll — bi). :f(li — bn) -i- fli . .S'! U — an) ^ 

. .cr'-a^ ^ 


F(2i) est une fonction doublement periodique d'ordre ‘5/?, n’ad- 
mettant dans le parallelogramme des periodes que le pole o ; cetle 
fonction F(tz) esl done de la forme A-rBp^«j on A et B sont 
des polynomes en pu^ dont le premier est de degre n et le second 
an plus de degre n — 2. 


438 . Observons que le produit F(z^)F( — zz), toujours a cause 
de I’egalite (VII<), est egal a 


-pai). ..(y — pan){y — . .(y — pbn), 

ohy remplace p«; on aura done 

A2 — « = A* — B2 ( 47S — ffijr — ^3) 

II r^snltede la que le poljnome A^ — ^2 J — est 
divisible par D et que le quotient, qui n’est autre chose, a un 
facteur constant pres, que {y — p bt) (y — p 62) - • • ( J — P 6,^), est 
premier a D. 

Les fonc lions y = pt^ et ^ z=:f(^u) = a cause de la 

relation p^- u = 4y^ — ^sy — * ^3? sont liees par la relation 


(D;; - Ar- = gty-gz) 


ou 


2A5 -h 


D 


= 0 . 


T. et M. - III. 


6 
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D’apres ce que Ton vient de dire, cette relation est entiere; elle 
est dll second degre en 5, du degre en 7; enfin, le premier 
membre n’est pas divisible par un polynome qiii conlienne y seu- 
lement. Cette conclusion subsisterait dans le cas ou la fonction 
f{u) admettrait quelque pole ou quelque zero qui serait mil. 

On observera encore que le premier membre de cette equation 
ne peut ^tre decompose en un produit de denx polynomes entiers 
en 7, sauf dans le cas oa B serait identiquement mil, c’est- 
a-dire ou z serait une fonction paire. En effet, il n’est pas divisible 
par un polynome contenant7 settlement; il n’est pas divisible par 
un polynome du second degre en sans quoi le quotient serait 
un polynome en 7 settlement; il reste a supposer I'existence d’un 
diviseur du premier degre en z; dans ce cas, les deux racines de 
Tequation en ^ seraient rationnelles en 7, ce qui n’est possible 
que si B-(47^ — gzX — ffz) ^st un carr6 parfait; or cela n’a lieu 
que si B est identiquement nul. Ainsi, sauf dans le cas ou B est 
nul, le premier membre del’equation consideree n’est pas le pro- 
duit de deux polynomes entiers en 7 et il en resulte en parti- 
culler que le discriminant de cette equation, consideree comme 
une equation en7, n’est pas identiquement nul et que cette Equa- 
tion a ses n racines distinctes, sauf pour des valeurs particulieres 
de Zj en nombre limite, 

439 . Dans leur belle Theorie des fonctions elliptiques, Briot 
et Bouquet sont alles plus loin dans la voie ouverte par Liouville 
et ont etabli quelques nouveaux theoremes parmi lesquels le sui- 
vant, qui est fondamental. 

Entre deux fonctions doublement periodiques^ admettant 
les deux periodes 20)3, ilexiste une relation algebrique. 

En effet, si Ton pose 

y = 1 Wi, U)5), / = p\u\ 0>1, CDs) 

et si Pon designe par ^ et ^ les deux fonctions de u considErees, 
on pourra les mettre sous la forme 
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en d^si'gaant par A, B, D, -.Ij, ilh, CD des polynoraes en y. Ea eli- 
minant_y entre ces relations et la relation 

(P) y- = ^y^—Siy-s%, 

on obtiendra une relation 
(y) R(i, 0 = 0, 

qui devra ^tre v^rifiee quel que soil ii. 

440. Inversement, si Ton considere un systeme de valeurs en 
z, t qui verifient cette Equation, il existera un systeme de valeurs 
r,y qui vdrifieront les trois Equations (a), (^); d’ailleurs, 4 un 
systeme de valeurs qui verifient I’equation (^), correspond, 
dans le paralldogramme des periodes, une valeur de u qui fait 
acquerir a jj' w les valeurs y, y’] par suite, tout systeme de 
valeurs de z, t qui satisfont a I’equation (v) peut ^tre considere 
comme un systeme de valeurs des fonctions z, t qui correspondent 
a une m^me valeur de u. 

R(3, t) est un polynome en t. II peut etre divisible par un 
polynome en dont les racines correspondent aux valeurs de u, 
qui annulent simultanemenl A + ttVy' et (0; il pent de mdme etre 
divisible par un polynome en t. Supposons, d’une faqon gdnd- 
rale, que I’on ait 

R(x!, 0 = ®(5) .1/(0 gi{=, t) g^iz, t)..., 

^{z) et ddsignant respectivement des polynoraes qui con- 
tiennent, I’un la variable z seulement, I’autre seulement la va- 
riable t, et t), gsi^f 0) •••j <ldsignanl des polynoraes ir- 
reductibles contenant les deux variables z, i; en disant que ces 
polynoraes sont irr^duclibles, nous entendons que Tun quel- 
conque d’enlre eux n’est pas le produit de deux polynoraes. 

Quand on regarde dans I’idenlit^ precddente s et i comme les 
fonctions donn^es de u, le premier membre est identiquement 
nul; le second membre est un produit de facteurs dont chacun 
est une fonction analytique de «; Fun de ces facteurs est done 
identiquement nul; en effet, le produit de deux fonctions analy- 
tiques dont aucune n’est identiquement nulle n’est pas lui-mSme 
identiquement nul, comme on le voit de suite en se reportant k la 
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regie de la multiplication de deux series entieres. Or il est clair 
que les fonctions A(^), regardees comme fonctions de z/, ne 
peuvent pas ^tre identiquement nulles puisque, dans le parallelo- 
gramme des periodes, elles ne s’annulent que pour un nombre fini 
de valeurs de ii\ c’est done un des polynomesQ‘^(s,^), 
qui s’annule identiquement quand on y regarde et ^ comme les 
fonctions donnees de u] nous le d^signerons par t). 

Nous aliens montrerque tousles polynomes 0 ? 

consideres comme des fonctions de sent identiques a t), 
Gonsiderons, en effet, un systeme de valeurs jSq, qtii annulent, 
par exemple, le polynome ^1(2, t); R(:Jo 5 ^0) est nul; done, d’a- 
pres ce que Ton a dit au debut, il existe une valeur Uq de u qui 
fait acquerir les valeurs aux fonctions t \ puisque la fonc- 
tion Q(z^ t) s’annule identiquement quand on y regarde et i 
comme les fonctions donnees de il faut que 4) soil nul ; 
ainsi, toutes les solutions de Fequation (5, = o verifient Fe- 

quation 9^(5, t) = o. Puisque les deux polynomes t)^ t) 
sont irrMuctibles, il faut qu’ils soient identiques a un facteur 
constant pres. Le m^me raisonnement s’appliquant aux polynomes 
§2(5, t), . . . , il est clair que Fon pourra poser 

Hz,t)=.o{z)^{t)[q{z,t)]\ 

ou V est un nombre entier, et Fequation 9(5, t) = 0 jouit des pro- 
prietes suivantes que nous rappelons : elle est irreductible; elle 
estverifiee pour tout systeme de valeurs des fonctions t qui 
correspondent a une m^rae valeur de ir^ si Fon considere un sys- 
teme de valeurs qui la verifient, il existe une valeur Wq de u 
qui fait acquerir les valeurs Zq, Iq aux fonctions 5, t. 

441 . D^signons par m, n les ordres respectifs des fonctions 
doublemen t periodiques z, t. 

Liquation 9 (^j 0 “ comme une equation 

en 5, soil comme une Equation en n’a de racines egales que pour 
un nombre fini de valeurs de ou un nombre fini de valeurs de 
puisqu’elle est irreductible. Consid^rons-la, par exemple, comme 
une Equation en en donnant a une valeur pour laquelle 
Fequation q{z^^ ^) = o n’ait pas de racines Egales et qui, en outre, 
soit distincte des valeurs que prend la fonction quand on y rem- 
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place u par Tune des valours qui annulent Ilvauraalors,daas 
le parallelogramme des periodes, m valeurs distinctes de u qiu fe- 
ront acqumr a la valeur Zi ; designons-Ies par i/o, . , .5 
et designons par les valeurs correspondautes de t\ 

ces dernieres valeurs verifieront Tequation §{^^} aucune 

auLre valeur de t ne verifiera cette equation dont aucune racine 
n’est double et dont, par consilient, le degre en t sera exacte- 
ment ^al au nombre des quantiles tm qui seront dis- 

tinctes. En particulier, si toutes ces quantiles sont ^ales, t sera 
une fonction rationnelle de z, Un raisonnement analogue s'ap- 
plique au degre en du polynome t). 


d" 

442. Supposons, en particulier, que t soil la derivee 

de la fonction z : on voit tout d'abord qu’^Yy' a une relation al- 
gebrique entre une fonction doublenicnt periodique et sa de- 
rivee. Cette derniere proposition, que Ton connaissait avant le 
th^oreme general, est due a M. Meray. 

II est aise de voir que cette relation 

= 0 


est, en z^, de degre m egal k Fordre de la fonction Nous mon- 
trerons pour cela que, si deux valeurs incongrues de u font acque- 
rir a la meme valeur, elles feront acqu&ir a d des valeurs diffe- 
rentes. CeJa r^sulte, ainsi que Fa fait remarquer M. Weierstrass, 
de ce que les 6 galit 6 s 


dz 



0. 



iliL 

dz dz' 


W-’' ^ dz' 


0 , 


delerminent sans ambigaite les derlv^es successives z^, . . . en 

dG 

fonction de z^ z\ pourvu toutefois que la derivee partielle ~ ne 

soit pas nulle. Si done deux valeurs i/t ? faisaient acquerir une 
inline valeur a la fonction z d^une part, a la fonction d de Fautre, 
elles feraient acquerir la meme valeur a kd^^ .... En designant 
ponr un instant par /(w) la fonction 5 , on voit que les deux d^- 
veloppements de Taylor des deux fonctions de et 

/(tt 2 + A), seraient identiques; par suite, puisqu’il s’agil de fonc- 
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lions analytiques, ces deux fonctions seraient ^gales pour toute 
valeur de A, et. en remplagant k par on aurait done, pour 

toute yaleur de /{u-i-ih — Ui) =f{^)i cequi exige que ih — 
soitune periode; en d’autres termes, que les points soient 

congruents, contrairement a I’hypothese. 

L’equation z^) — o est done de la forme 

4- Zt 4-. . .4- Z,« = 0, 

ou Zo, Zi5 . . , j Tim sont des polynomes enz; le premier est une 
constante, puisque, pour toute valeur finie de^Jjla fonction;s'(dont 
les poles ne sont pas distincts de ceuxde z) a une valeur finie ; de 

plus, Zto«i est identiquementnul; en elfet ^ est, au signe pr^s, 

la somme des inverses des valeurs de < qui correspondent k une 
valeur donnee de z. Designons par zzo? •-*? valeurs 

de ii qui correspondent a la valeur z; zzo, . * Um pourront 
Stre regardes comme des fonctions de z^ et la regie de derivation 
relative aux fonctions inverses montre que Ton a 

Z„i^i ^ du I ^ du^ dum , 

Z,« clz ' dz dz ^ 

puisque la somme M| + ZZ2 4-. . . -i- Um est constante, on voit que 
le polynome Z^-i doit Stre identiquement nul (^). 

443 . Le theor^me du n® 439 admet la reciproque suivante (-) : 

Si les deux fonctions doublement periodiques F(zz), 
admettant respectwement les periodes 2 o>^ , a 0)3, 2 w' , 2 0)3, sont 
liees par une relation algebrigue, les qiiatre periodes se 
duisent a deax^ dest-d-dire qiHelles sont des fonctions liniaires 
d coefficients entiers de deux periodes. 

Soil, en effet, 

(S) ^(w)] = 0 

la relation algebrique entre F(t^} cl^{u)] on en conclut, en po- 


(0 Briot et Bououet, Fonctions doublement pdriodiques, i« 4 dit., p. 90, 

(2) Voyes Jordan, Cours d' Analyse d Vtcole Polytechnique, a* 6dit., t.n, 
p. 344. 
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sant 0 ~ 2^co' — 2711)' + 27 i(o^, ou a, v, n sont des entierSj que 
Ton a 

(0 R[F(«),^rz^-^3)] = o, 

comme on le voit immediatement en changeant d’abord, dans (a\ 
en 4- ce qui n’altere pas F{z4), puis dans <I>(z4-f-2/Z6)i) 
seulementj u en u 4- 2[jlo)' 4- 276)3, ce qui n’altere pas $(w), 
D’ailleurs, on a vu (*) que, si les trois nombres 20),, 20)',, 20)3 
ne sont pas des fonctions lineaires a coefficients entiers de deux 
nombres, on pent choisir les entiers tx, v, n de facon a rendre 0 
aussi petit qu’on le vent, en valeur absolue. II en resuUe, puisque 
R[F(z 4 ), $(z4 4- 3)] est developpable en serie entiere suivant les 
puissances de 3, quecette quantile, regardee comme fonctiondeo, 
est identiquement nulle; si I’on pose z/ -t- 3 = I’^galite 

R[F(Z 4 ), 4 >(z/)]=:o 

sera verifiee, quels que soient u et et, par consequent, quels 
que soient F(zz) et tous les coefficients du poljmome en 

F, $ qui figure au premier membre seraient nuls. 


444. Revenons au cas general et reprenons les notations du 
n® 439; si les deux poljnomes B et etaient identiquement nuls, 
^ et ^ seraient des fonctions rationnelles de y et I’on formerait 
sans peine I’equation enire z et en eliminanty. Supposons que 
le polynome B ne soil pas identiquement nul, on pourra proceder 
comme il suit : 

De la premiere equation (a), on tire^ et, en portant dans Pe- 
quation (^), on trouve, comme on Pa vu au n® 438, 


(0 


D:;-— 2A; 


AS— B2(473— giX — ^ 3 ) 
D 


= 0; 


cette Equation est entiere en z et du second degr6 en du 
^i^me degr^ en y et elle est irreductible. Des deux equations (a) 
on tire, en dliminant y', 

Jb B — A -f" 'll *) B ^ ^ 


(i) T. I, p. 147-148. 
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le second membre est line fonction rationnelle en y. Si, entre les 
equations (w) et (tj) on eliminey, on formera une ^nation 


Q(^, 0 = 0 


de degre 7?i en 0 les ni racines de cette equation, quand on donne 
a z une valeiir particuliere, sont les m valeurs que prend la frac- 
tion, rationnelle en y, qui forme le second membre de I’equa- 
tion(Tj), lorsqu’ony remplacejKparles m racines de requation(f^) 
envisagee comme une equation en y, 

Ceci pose, supposons que Tequation (en t) (l{z^ ^)=:o n’ad- 
mette de racines multiples que pour des valeiirs particulieres de 5 , 
et soit i/q une valeur de ii qui fasse acqu^rir a la fonction x; une va- 
leur Zq distincte de ces valeurs particulieres; soient 0? /o va- 
leurs des fonctions y pour u = L’equation Q(5o7 t) = o ad- 
met laracine simple d’apres la theorie de Felimination, 

les deux equations en (JJ) et (t|), dans lesquelles on remplace z 
et t par u’admettent done qu’une racine commune, et cette 

racine commune est n^cessairement y ^ ; cette racine commune 
unique s'obtient par des operations rationnelles; ainsi y^ s’ex- 
prime rationnellement en raisonnement s’appliquant a 

toutes les valeurs de sauf un nombre fini de valeurs exception- 
nelles dans le parsUelogramme des periodes, on voit que y = pu 
est une fonction 'jationnelle de et de 0 il en est de meme de 



d’ailleurs toute fonction doublement periodique s’exprime ration- 
nellement ail moyen de donc(* ) : 

Si z et t sont deux fonctions doublement periodiques^ aux 
periodes 2g>j, 20)3, si z etant d^ordre m, les m valeurs de t 
qui correspondent a une valeur donnee de z sont en general 
distinetes^ toute fonction doublement periodique, aux periodes 
2a)^ j 2(1)3, dexprime rationnellement au moyen de z et t. 


( * ) Cette proposition est contenue comme cas particulier dans un theor^me 
de M, Weierstrass relatif aux fonctions 2 r fois p^riodiques de r variables {Crelle, 
t. 89; OEuvrtSf t. II, p, iSa). 
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445. Ce theoreme s’applique en particulier au cas ou i est la 
derivee de z (n® 442). Ainsi, toule fonction doiiblement perio- 
dique est une fonction rationnelle d’une fonction doublement pe- 
riodique arbitraire, admettant les mdmes periodeSj et de sa de- 
rivee, Cette derniere proposition, qui est une generalisation du 
theoreme de Liouville du ii° 4353 ®st due a Briot et Bouquet. 

Si F(r^) est une fonction doublement periodique a periodes 
2 20)3, il en sera de meme de la fonctidn F(wh- 9) regardee 

comme une fonction de u ; la fonction F (u + 9) est done une fonc- 
tion rationnelle de F(?/), F'(t^); il est a pen pres evident qiie les 
coefficients de cetle equation sont des fonctions rationnelles de 
F((’), dont les coefficients ne dependent ni de ii ni de 
Au reste, il ne subsistera aucun doute dans Tesprit du lecteur s’il 
remarque que F( + p) peut s’e\primer rationnellement au moyen 
de + c’), p'(w4- 9) par exemple; que, en vertu des formules 
d'addilion (VIIs), ces quantites s'expriment rationnellement au 
moyen de pw, pp, p^?/, p^\ et qu’enfin pz/, p' u s’expriment 
rationnellement en fonction de F'(?/); tandis que pp, p'p 

s’expriment rationnellement en fonction de F{p), F^(p), d’apres 
le theoreme precedent, Ainsi F{i/-(-r) s exprime rationnelle- 
ment au moyen de F(?/), F(p), F'(?/)j F^(p). 

En prenantla derivee de cette fonction rationnelle par rapport 
a u et en tenant compte de ce que la fonction doublement perio- 
dique ¥^\u) s’exprime elle-m4me rationnellement au moyen de 
F(z^)3 ^\u)^ on deduit du theoreme precedent que la fonction 
+ 9) est elle aussi une fonction rationnelle de F (u), 

F(p), F^(p). Il en est de meme des d^rivees de tons les ordres de 
la fonction F(i:^ + p). Les m^mes resullats s’appliquent d’ailleurs 
a la fonction F (ti + p + c), ou c designe une constante quelconque, 
puisque F(?^-f p+c) est une fonction rationnelle de F(w+ p) ot 
de ¥{u + p). 

446. Si x = ¥{u) est du second ordre, sa derivee F'(w) est 
egale (n° 433) ala racine carreed’un polynome/(5:) du troisieme 
ou du quatrieme degre; sil’onpose en outrey=F(p), 2 =F((p )3 
on en conclut que, si w, p, ip sont li^es par la relation 


W -h P -T- CP = c, 
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ou c est une constante qiielconque, z et \//{^) s’expriment ra- 

tionnellement en fonction de x, vVl^)’ encore 

nn cas particulier du c^lebre tlieoreme d’Abel (^); il se reduit, 
pour z/ =:= o, a une proposition due a Euler, sur laquelle nous 
reviendrons an Ghapitre IX, proposition qui a ete le point de de- 
part des principaux travaux des Geometres qui ont fond^ latheorie 
des fonctions elliptiques. 

447* Revenons au cas general ou ¥{u) est d’ordre quelconque. 

Comme 'P\u), sont lies a F(w), F((^) par des relations 
algebriques 

g[F(w),F(i4}]=0, ^)[F(c.),F(0] = o, 

on concliit, du th^or^me demontr^ au n° 44S, qu’il y a une rela- 
tion algebrique 

H[F(w-f-P}, F(rO, F(0]-o 

entre F(w + ^), F(«), F(p), dont les coeffi^cients ne dependent 
pas de u et de p* 

Quand une fonction F(w)jouit de cette propriele, ondit qu’elle 
a un theor^me algebrique d’addition. Toute fonction doublement 
periodique F(«) a done un tb^oreme algebrique d’addilion. 

Quand une fonction F{u) jouit de la propri^t^ que F(2^ -h p) 
est une fonction j^ationnelle de F(^^), F((^), F'(z^), F^(^), on dit 
qu’elle admet un theoreme algebrique d’addition uni^oque. Toute 
fonction doublement periodique F(w) admet done un theortoe 
algebrique d’addition iini^oque. 

448. II convient de rapprocher des th^oremes que nous venons 
d’etablir d’autres theor^mes qui peuvent ^tre regard^s comme 
leurs reciproques. La demonstration de ces theoremes repose sur 
des propositions de la th^orie des fonctions que nous avons voulu 
^viter. Ce sont eux qui servent de point de depart a I’exposition 
magistrale de la th^orie des fonctions elliptiques que M. Weier- 
strass a donn^e dans ses Cours aTUniversite de Berlin (-). 

La fonction analytique la plus generale^ ayant un theoreme 


(*) CEuQreSj 1. 1, p. i 45 (nouvelle Edition 1881), 
(^) Schwarz, Formides, etc., 1 , 2 . 
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d’addition univoque, ne peut etre qu’une fonction analjtique iinJ- 
voque se comportant aux environs de tout point lini comme une 
fonction rationnelle : elle ne peut avoir, dans une region finie 
quelconque du plan, qu’un nombre fini de poles; elle ne pent 
prendre, dans cette region finie quelconque du plan, qu’un nom- 
bre fini de fois une valeur determinee arbitrairement fixee. On en 
conclut qu’elle ne peut etre qu’une fonction rationnelle, on une 
s6rie entiere, ou le quotient de deux series entieres. On demontre 
d’ailleurs que, dans cesdeiix derniers cas, elle est necessairement 
p^riodique; mais les fonctions univoques periodiques ne peuvent 
Stre, comme nous I’avons montre (n° 83), que simplement ou dou- 
blement periodiques. 

Les fonctions doublement periodiques ont toutes un theor^me 
algebrique univoque d' addition. Relativement aux fonctions sim- 
plement periodiques ayant un theoreme algebrique univoque d’ad- 
dition, on demontre qu’elles sont des fonctions ratlonnelles de 

uizi 

, ou 0 ) est une constante; d'ailleurs, les fonctions rationnelles 
de u ont evidemment un theoreme algebrique univoque d’addi- 
tion. Ainsi, les fonctions analytiques de ayant un theoreme a1- 
g^brlque univoque d’addition, sont les fonctions rationnelles de a, 

UlZl 

les fonctions rationnelles de e et les fonctions doublement pe- 
riodiques, lesquelles sont des fonctions rationnelles de pu et de 
u construites au moyen de p^riodes convenablement choisies. 
Plus generalement, on demontre que toute fonction analytique 
qui admet un theoreme algebrique d’addition, dans le sens qui 
a ete explique plus haut, est une fonction algebrique de w, ou une 

u*JZi 

fonction algebrique de e , ou encore une fonction algebrique de 
la fonction pw construite au moyen de periodes convenables awi, 
20 > 3 . 
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CHAPITRE IV. 


ADDITION ET MULTIPLICATION. 


I. — Theor^mes d’addition pour la fonction -pu. 


449. Nous avons rencontre, a plusieurs reprises, les formules 
relatives a V addition de Targuinent dans les fonctions double- 
ment p^riodiques. Nous aliens maintenant nous occuper plus 
specialement de cette question. 

Rappelons d’abord les formules (VIIs) ^tablies a nouveau an 
n® 396, et d’ou Ton deduit immediatement les relations 


(cnii) 


— a) — 2^^= — — V 


(GUIs) 


(GIII3) 


I a) — — a) — 2^ a = ; 


p(u H-a)'-"p(a — a) 


_ —P up ^ . 
ipu-paf-’ 


[p^u + a)-pufJ^^+^ = i 

pu 2p U 2 pu—pa 


La quantite 

{pu — pa}^ 

est symetrique par rapport a « et a, et e’est une fonction paire 
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de u elde a; le second membre doit pouvoir se mettre sous une 
forme qui mette ces proprietes en evidence 5 en exprimant tout 
en function entiere de developpant et reduisant, on Lrouve, 
pour le numerateur du second membre, 


on a done 


2pap^u-h-2p^apii — i^^pu-^igzP^ — S's’i 


^ (pu-paf^ 


Cette equation, avec la seconde des Equations (CIIL), conduit 
immediatement au r4sultat suivant : 


(Cllli) p(«±a) 


(.P«-t-P«)(apapg — — ^3 + p'»p'rt _ 
2(pM — p«/ 


Le lectear etablira sans peine, au mojen de ces formules, les 
relations ( ' ) 


_ 1 /p'«TP'^y^ 

A P« — P« / ’ 

^pMpa + ^^ -hii(pu-^pa) 
_______ 

puis la relation 

2 l^p M p a 4 - 2^5 (p It + p a ) 

p(M4-ti) — (pjj^.pa)(2pttpa — 1 ^ 2 ) — ^sZFp'itp'a’ 


1 (5) p(!t±a)4-pti4-pffl 

(6) p(«H-ti)p(K — a) = 


qui, pour u = a, donne 

fp*MH-^)'+2^3pK 
(GUI,) p(2«)= ±A 

Ainsi pu est une fonction rationnelle de p ? done aussi de 

j)(~) ou m est un entier positif quelconque; e’est un cas 
particulier d’un theor^me qne nous etablirons dans le paragrapbe 


(^) Fbir Schwarz, Formules et propositions pour Vemploi des fonctions 
elliptiquesj traduction de M. Fade; article 12. — G*est ^ cette edition francaise 
que nous renverrons dor^navant. 
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suivant. En faisant u = a dans la formule (CIII 5 ), on a immMia- 
tement cette seconde expression de p( 2 k), 


(CIII,) 


N I “ 


_ p u — p a ^ 
2 pH — pa ’ 


duj 


4S0. Si Ton pose, pour abr^ger, 
a’ = p(H-i-a), j = pK, 

on pent ecrire les relations (CITIs), (CIII 5 ), (VIIj), 

(a;-pa)(/ — pal^ip'a — 5p'a, 

37 4-/ = -* — pa, (a?— /)* = 

en ^liminant a: et / entre ces Irois relations, on a 

( cl"* \ ^ 

Nous savionsd6j^,parleth^oremede LiouviUe(tt®433),quetoute 
fonctiou^ doublement periodique du second ordre de la variable u 

verifie une equation diff^rentielle de la forme = / {^)i ou 

/(r;)est un polynome du troisieme ou du quatrieme degre en z; 
nous connaissons maintenant la forme particuli^re de ce poly- 
nome pour la fonction cette forme nous sera 

utile plus loin. 


431. Consid^rons la fonction de u 


/(«)-| 

•1 


I pu p'u 
r pa p’a , 
I ph p'b 


oil a el & sont des constantes. II est clair que f{u) est une fonc- 
tion doublement periodique du troisieme degre et que o est un 
p6le triple, sauf dans le cas oh le coefficient de p^u s’annule, 
c'est-a-dire sauf dans le cas oh Ton a 


a^b 


(modd. 20 ) 1 , 20 ) 3 ); 
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excliions ce cas pourle moment; la somme des z^ros dans le pa- 
rallelogramme des periodes doit ^tre congrue a la somme des 
p6les, c’est-a-dire a 0 ; puisqae a ^ib sont des zeros distincts, il 
fant que le troisieme zero soit -—a — b\ on en conclut Fegalite 
importante 

(Cnis) I pa p*a j o, 

' I i 

ou, si Ton veut, le theoreme ^uivalent ; la congruence 

a — b u ^ 0 (modd. 20>i, 2^3) 

entrame U^galite 

I pa p'a 
I pb p'b =0. 

I pc p'c 

Cette egalite subsiste evidemment si Ton a 6 = c; elle n a plus 
de sens si Ton suppose — puisqu’il faudrait alors qu’on eut 
a = o, en vertu de la congruence supposde. 


4o2. Observons encore que, d'apres le n*^ 391, on peut ecrire, 
en conservant a f{ii) la signification du precedent numero, 


/(M)=C 


d { It a ) :r{u — ( u a h ) 


pourvu qu’on n’ail pas a = ±b\ on determinera la constante C 
en egalant les coefficients de ~ dans les deux membres d^velop- 
pes suivant les puissances ascendantes de savoir : 


— 2(p^ — pa) = — 2 


c'/'a -h ^ ) 3'(a — h) 




pour le premier, et 


C j a 5'^ c;'{a -f- h) 


pour le second; on en conclut la valeur de G et la relation 


\ pu p u 
I pa p'a 
I ph p'b 


a'^a (^^b 
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II est biea aise de verifier que cette identite siibsiste dans le cas, 
que notre demonstration excliit, oil a serai t congru a &, modulis 
2W|, 20)3. Si, dans cette identite, on suppose a = b = 0)3, en 
se rappelant que Ton a (Vn4) 


il vient 


pws— pa)i = 


— — gja) 

(S'- Wi o'- 0)3 




C'f ze — te)i ) — a>2) 

O'WiG'WoC'Ws (j^U 


G’est de cette egalite qu’on a deduit, au n® 98 , P^quation diffe- 
reniielle k laquelle satisfait la fonclion pu. 


4 o 3 . Si Ton a 
le determinant 


a-r-6-rC^o (modd. 20)1, 20)3), 

1 pa p'a I 

I pb p'b i 

1 I po p'c \ 


est nul; si done on exclut le cas ou Pon aurait pa = p^ = pc, il 
existe deux nombres (^) p., tels que Pon ait 

I p a ^\pa [Jtj 

p'b - Ipb-^ii, 
p'c = Ape -r- It. 

D’ailleurs les couples de quantit^s p^a, pa; p'6, pb; p'c, pc, 
mis respectivement a la place de X', X dans Pegalit^ 

verifient cette egalite. Les quanlites pa, pi, pc vdrifient ainsi 
Pequation 

(X X 4 - = 4X3 _ X — ^ 3 ; 

si done, comme nous le supposerons dans la suite, deux de ces 
quantiles ne sent pas egales, on aura identiquement 

4 X 3 -X 2 X«--(^ 2 + 2 X[x)X-(^ 34 -p») = 4 (X-pa)(X-.p^)(X~pc), 


( ‘ ) Voir Haiphen, Theorie des Fonctions elliptiques^ t. I, p. 3o. 
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c’est-a-dire 

( pap6pc = j(^3-{-:x"-j. 

En remplagant dans ces egalites X et [x par leurs valeurs lirees 
des equations (a) qui donnent 


(Cilia) 


■ p'b--pc _ _ p'a—pb 

P^ — pc pc— p« pa—ph^ 


php'c — pcp'b _ pep’n—pap'c _ pap'b--pbp'a 
p6 — pc pc — pa pa — pb ’ 


on obtient une serie d'identites qui toutes seront des consequences 
de la congruence 

a — ^ — c~o (modd. ‘2u>i. 2tD3\ 


et parmi lesquelles figurenl en premiere ligne celles-ci 


pa H-p^-hpc 


I / p^6-p^c y^ 1 / pV-p^g £ / p^g — p^6 y 

4\P^~pc/ 4\pc — pg/ 1\pa — pb}" 


qui equivalent evidemraent a Pegalite (CIII5), dans laquelle on a 
pris les signes superieurs. 

On a suppose que deux des quantiles pa, p6, pc n etaient pas 
^gales. En tenant corapte de la continuite, on voit de suite que si 
Ton suppose deux de ces quantiles, mais non trois, egales, celles 
de ces egalites ou ne figure pas un denominateur nul devront sub- 
sister. 

Si Pen elimine X et }x entre les trois Equations (^), on parvient 
a P^galit^ 

(Cin,.) 

( =(4P«*P^PC--^3)(P«4-p^-|-pc), 


qui est encore une consequence de la congruence 

(modd. 2Wi, 

et mSme des diverses congruences 

a ±: 6 ± e s o, 

T. et M. - m. ■ 7 
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puisque les deux membres ne changent pas quand on y change b 
nil c en — b om — c. 

4o4. Nous nous conlenterons de citer les relations suivantes, 
que le lecteur etablira sans peine en se reportant au type le plus 
general d’une fonction doublement periodique donne an n° 391 
et aux formules (CIIIio), (VII|), relations qui ont lieu quels que 
soient a, 6, c, 

— |^pSpc4-pcpa-f-pap6+ 

i :i(a + b c)i(a-^b — c')-i{a — b + c)(i{— a b + c ) 
~ a 3"^ 6 s'* c 

- -(p^- — pc)2 [pa — p(& -f-c)][p« — p(^> — c)] 

_ _(pc _p«)2[pi,_p(c -,.«)] [p6_p(e — a)] 

= — (pa- p6)’-[pc—p(a+^»)] [pc— p(a- 6)]. 

Signalons aussi I’^galitd 

t p'g — p'b p'c- p'c( ^ p'(a-4-6) — p'(e-f-rf) 
pa-p6 pc — pc( p(a+ 6)-p(c + ii) 

= — ?'b—v'd ^ p'(a-^-e)-p'(^ + dj ^ 

” pa — -pc pb — pd p(.c<-i-c) — p(.6-i-a(; ’ 

qui a lieu quels que soient a, b, c, d. Elle se dMuit imm(5diate- 
ment de I’identit^ que I’on oblient en remplagant chaque fraction 
park dilFerence des fonctions ^ a kquelle elle est egale, d’apr^s la 
premiere des formules (VIIs). 

4oo. Nous aliens (*) maintenant etablir le theoreme g^n^ral 
dont les egalit(5s (CIIIi), (Glllg) sont des cas particuliers. 

Si I’on pose 




I 

P' Wo . 

. . p(«-i) ao 

/ofttoj Wi, . 

!/„) = 

I 

■p'ux . 

. . p'«-l>Mi 



I 




et si I’on regarde cette fonction comme une fonction de Uo, elle 


(’) Voir Kiepert, Journal de Crelle, t. 76, p. at. 
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n’admeltra dans le parallelogramme des periodes qu'un seiil pule, 
le point 0, etce pole sera d’ordre ;? -i- i ; ce sera done une fonc- 
lion doublement periodique, d’ordre /? + i, si toutefoisj comme 
nous le supposerons d’abord, le coefficient de p q^e Ton 

peut representer par ( — n'esl pas nul : 

1(2) -‘*1 ((n) est un determinant de meme nature que /(>. 
Ce determinant /o, regarde comme une fonction de a un pole 
unique dans le parallelogramme des periodes : ce pule est congru 

a zero; le coefficient de dans le developpement suivanlles 

puissances ascendantes de est 

(— u., , Ua)\ 

//i, • • -1 ^(n sont n zeros incongrus de /o, le (« + zero est 

done — ( -r -r . • • * 4 “ W/j), en supposant que cette quanlite ne 
soil pas nulle : par suite (n*^ 391 }? on peut ecrire 

/o ( Wo. Un) = <-0 ’ 

Co ne dependant pas de \ on trouve la \aleur de Wq en egalanl 
les coefficients de dans les developpements des deux meni- 
bres, suivant les puissances ascendantes de 2/0? on obtient ainsi ; 




r(«i-- z/n) Wq). llj 4-. Un\ 


Wo ^Ui iui, . .o'zirtCr'tWi'-h zzj-H. 


' Un j 


/i: 


en traitant le determinant de la meme facon que /(„ en conti- 
nuant toujours de la meme facon et en observant que Ton a 


_ 1 r p(Un^l) 
Jn-l — i , V 

I I p(j'«) 


’i^Ua^Un-i ’ 


on obtient une suite d’egalit^s qui, multipliees membre a membre. 
donnent 


(CIIIu) 


/a = (-i)«i!2!...n! 


r'(Mo+ JJs'fl/j,— Z/g) 

Wo Un 


ou le produit est dtendu a tons les systemes de nombres (a, 
formes par chacune des combinaisons des nombres 0, i, 2, n 
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pris deux a deux, dans lesquelles le premier nombre est toujours 
superieur au second. A la verity, cette demonstration suppose 
qii’aucune des sommes Wi-j- W/z, 11^+ ?^3-l-...+ Un^ 

Un-\+Uni 11,1 n’est congrue a zero modulis 2co^, 20)3; mais la 
consideration de la continiiite montre que la formula doit sub- 
sister, pourvu qu’aucun des nombres Mq, M], Uane soit 

congru a zero. 


II. — Multiplication pour la fonction pw. 

4 S 6 . La formula pr^cedente peut se transformer en supposant 
que quelques-unes des quantites ^^o? • • • 5 tendent vers une 

meme limite; nous supposerons par example qu’on y fasse 

=11^ Mi = M H- A, . . . , Ufi = u-h nil 

et que h tende vers zero. 

Observons d’abord que si Ton considere un determinant dans 
lequel les elements d’une colonne sent ai, . . ., on peut 
remplacer ces elements par les differences 

“ 2 czj ’T" j 

> 

n n(n—i) , 

an — - an-\-, — — .-i- ( — 

1 1 • 

pourvu qu’on fasse la m^me chose sur les autres colonnes; si Ton 
sffectue cette transformation sur le determinant /o et si Ton re- 
marque que Texpression 

o H- nh) — Y o [zz -H (/I — i)i^] 

H -H( — 

i^veloppee suivant les puissances enti&res de A, fournit comme 
premier terme on voitde suite que le premier termed u 

i^veloppement, suivant les puissances de A, de 


m4-A, M-H 2 A; ..., u-\-nh)^ 
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sera le produit de par le determinant 

p'zi fll ... 
p'"k ... 

pt«^ ZA p(«-f*l} 24 , , , p(2n--l) 24 

D’lm autre cote, le second membre de Tegalite (CIIIi^), si Ton 
ne tient pas comple du facteur num^rique qui est en avant, se re- 
duit a 

li {u-^h) {u-^ih).,, 0 '"+^ (u-h nk) ^ 

et si Ton remarque que la limite, pour A = o, de 

:f^(h):f^-^{ 2 h),,.Cj(nh) _ :j^(h) ^(nh) ^ 

■" A« ( 2 A)«-' 1 "' nh 

A 2 

est evidemment egale a i! 2 ! - . . /z !, on voit que, en ^galant dans 
les deux membres les coefficients de la plus basse puissance de A, 

on obtient Texpression de ; apres avoir change n en 

/I — I ^ nous ecrirons le resultat sous la forme suivante : Posant 

(CIV.) = 


on a 



p'u 

p"tt . 

. p'n-i’a 

(cm) 

p'^u 

P'"U . 

. p<“) u 

pU-n 24 

p^'*^ u . . 

. . pt2j»-3)24 



4o7. Cette formule m^rite de nous arr^ter quelques instants. 

D’apres sa definition, et les propri^t^s elementaires de la fonc- 
tlon d*, le premier membre est une fonction doublement p6rio- 
dique, d’ordre — i, admettant o comme p61e multiple de cet 
ordre; elle est done, suivant que n est impair ou pair (n® 436), 
de Pune ou de Fautre des deux formes A, en posant 

A = . ,4- a2v»+sv (« = 2v -f- i), 

B = Aojsv’-s (,4 - 2v); 
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y est mis a la placede pw, et ^22v=+2v; •••1 ^2v'-2y 

sonl des coefficients numeriques queTon pent determiner en d^ve- 
loppant les expressions precedentes suivant les puissances ascen- 
dantes de et en identifiant avec les developpements analogues 

pour et pour On troiive ainsi aisement 

^ ^ pu:s'^-{u) 

k^i = n, Ai=:o; Bo=— Bi = o. 

Dans tous les cas, ^l{u) est un poljnome en y dont le premier 
terme est • 


4 o 8 . Proposons-nous de former autrement les poljnomes Aet B. 
Les z^ros de sont simples et s'obtiennent en donnanta clia- 

cun des nombres p et dans la formule 

“ = ^ == 


n valeurs entieres quelconques telles que la difference de deux 
d’enlre elles ne soil pas divisible par /i, et en excluant toutefois 
la combinaison pour laquelle les deux nombres q seraient tous 
deux dhdsibles par n. Si Ton pose, comme au n° 372 , 


( u ) ■ 


^ _ 2/70)1-4-270)3 ^ 




Ul^ 


2/70)1-^270)3 


le produit 




\p,q] 


ou />, q prennent les systemes de valeurs qu’on vient de dire, ad- 
met les m^mes zeros et les memes poles : c’est une fonction dou- 
blement periodique, comme il resulte tr^s aisement des for- 

mules (Xlla), et, comme dans ce produit le coefficient de est 

(— = (— tandis que dans il est egal a il est 

clair qu’on a, dans tous les cas, 

If, 71 
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en ^crivantj comme nous le ferons dans la suite, a la place 
de Xp^q(u). 

Si n est de la forme av + 1, on pourra prendre pour p, q les 
valeurs — v, — v + i , . . . , — i, o, i , . . . , v — i , v, en e^i eluant 
la combinaison /> = o, On est amene a grouper dans le 

produit les facteurs tels que dans Tun les indices soient les monies 
que dans I’autre, changes de signe, de maniere k pouvoir utiliser 
la formule (VIIi). Ce produit s’obtiendra, d’une part, en gronpant 
les termes pour lesquels p est nul, ce qui donne 

V V 

J ciUo J jj^ (p u — p^o,^) : 

<7=1 <7=1 

d’autre part, en prenant deux lignes de facteurs pour lesquels p 
ait des valeurs ^gales et de signes contraires, ce qui donne 

V V 

J Jl^ = J~J {pu P^;j,< 7 L 

<7=— V 7=-v 

et eu donnant ensuite les valeurs i, 2, . . v a /?. En resume, la 
fonction ¥27+1 (w) est represent^e par la fonction endure en pu 
de degre v + [v(2v - 4 - i)] = ^ ~ - que voici 

<7=rV /7 = V ^=+V 

(CfVj) ^ 2 V 4-1 (W) = (2V -4-1) JJ (P« nn 

q = i 77 = 1 <7=— V 

Quand n est pair, on peut, en posant n = 2 v, donner a p, q les 
valeurs •— v+ i, — i, 0, -f- v — i, v, en excluant tou- 
jours la combinaison (0,0). On groupera exactement de la memo 
facon les facteurs pour lesquels aucun indice n’est egal a v, et ce 
groupement fournira v — i + {v — — i)=:2v(v— -i) fac- 
teurs du premier degre en pt/. II restera a effecluer le produit 


v-l - 

V — 1 

cA®VjV (tlsOjV ='^y,0 jj " 1 /7,V 


p = l 

<7 = 1 

Mais on a 

e-^VjO— cJ1s>V,V — SsO? 

0/^0, V— ?30s 

el, par suite (XIj), 

&b0jVO^V,0 — 

2p «; 
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d’ailleiirs, on a encore 

p,v “ eAa— pj— V p P ( ^3 ^P jO )j 

= P M p (0)i + ^0,(7 )) 

et Ton voit finaleraent qiiCj lorsque n est egal a 2 v, on a 

(GIVO W,(«) = p'2^.B, 

ou B est la fonction entiere en pw de degre [ 2 v(v-- i)] + 2 V — 2 

712-4 

ou — - — que voxel 

p-v-l {j-'i-i p=v-l (7=+fv-i) 

4'^ [p^^ “ P(f^3+^p,o)] Jl^ [pi^"~p(t*^l"^^0,^)] n n fpa— pflp,7). 

;i-l 7=1 p=l ^=-(V~l) 

On reconnait aussi aisementque Ton a toujours, que soil pair 
ou impair, 

{CIV 5 ) = \p« -pfflp,j), 

eu supposaiit que jo, q parcourent separement imsysleme de n va- 
leurs entieres, telles que la difference de deux quelconqiies d’entre 
elles ne soil pas divisible par ;z, en exclnantla combinaison oii les 
deux valeurs de /?, q seraienE divlsibles par n. 

4S9. L^expression (CIV 2 ) de¥«(z/) n’est pas commode pour 
obtenir explicitement les fonctions entieres A et B de pit, Mais il 
est aise de trouver une relation recurrente qui permette de calculer 
de proche en proche ces expressions. 

Si, dans lequation (VIL), on remplace respectivement <z, 6, 
c, u par az/, yzz, ozz, ou a, y, 3 sont des nombres enliers, 
puis que I’on divise par une puissance de du dont Pexposanl soit 

il vient 

de cette formula, on peut en d^duire plusieurs autres propres au 
calcul de nos polpomes. Si, pour un entier negatif ou nul quel- 
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conqae 72, on pose encore 




il vientj pour ^ = m, y = n, a = i, 8 = o, 




puisque, comme on le verifie aisement, on a 

W_*=¥a, ¥o=o, W, = i; 

en prenant n? = « + 1 , on a done 

de m^me, en changeant m en n + 1 et n en « — i , on trouve 

Ces diverses formulas permettent de calculer les poljnomes ^ 
quand I’indice est superieur a 4 ) an mojen des poljnomes d’ir 
dices inf^rienrs ; ¥3 est 4gal a — p'a, ¥3 et ¥, se calculeront d 
rectement au mojen de la formole (CIVs), en tenant compte d< 
expressions (XCVII) des cinq premieres derivees de jjm en fon( 
lion des puissances de p u. 

On trouvera, dans le Traite des Fonctions elliptiqiies d’Ha 
phen, des precedes interessants qui permettent d’abr%er beaucou 
ces calculs. 


460. 11 est maintenant bien aise d'obtenir au mojen d 
la fonction ¥„(fi). En effet, la relation 


p{nu) — pu 
donne immediatement 


s'[(n + i)zt] 3'[(» — Qa) 


(ClVe) 


p(nu) — p« 


yi\^t(u)Wn-dli) 

mu) 


el I’on a, par consequent, jo(nM) en fonction rationnelle de p 
pour tout entier positif n. 
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III. — Th4orfemes d’additioii pour les fonctions sn, cn. dn. 


461. Xous a\onsdonne aux n'*" 400-406 les formules d'addi- 
tion pourlos fonclions c, sn, cn, dn, Le precede suivant, ou tout 
ce qui est essentiel appartienl (*) a x\bel, permet d’oLtenir, 
pources Ibnction^, le theoreme d'addition sous une forme ires 
lienenile, trou le lecleur tirera sans aucune difficulte les formules 
(jue nous venons de rappeler. 

Soil r = ? I'unc quelconque des fonctions ^ao(^ 0 ? 

el soil z = r-. II est clair que Fexpression 


<{>{ c ) = F<^;5 ) -h z/{Z), 

ou :;'esl mis a la place de el oil Fir),/(:;) Jesignent des poly- 

nomes eniiers en des degres respeclifs « el « — 2, esl une fonc- 
lion doublement periodique a periodes qui n^admei 

qu’un pole dans le parallelogramme des periodes, a savoir, le p 61 e 
de la fonction ; que designe j"; ce sera soil 0, soil co^; ce pole est 
d’ordre 2 n; e’est aussi Fordrede la fonction doublement perio- 
dique. La somine des aflixes des pules iconfondus) de $(:;) est, 
dans tons les cas, congrue a 0, modulis 20),, 20)3; il en est de 
ineme, par consequent, de la somme des affixes des zeros. Si done 
on determine les 2n coefficients des polyoomes F(:;) et /(^) de 
fucon que s’annule pour les \aleurs Ui^ ^1“ 

tributes a ?/, ou, si Fon veut, pour les valeurs 
atlribuees a celie meme fonction s’annulera pour la valeur 


Ui„ = — — Mi - . . . — Ut„^t 


uu pour la valeur correspondante z.ft allribuee a z- Les valeurs 
des coefficients de F(w ')el de /(w) s’obtiennent aisement sous 
forme de determinants. 


{* ) Voyet : Abel, CEuvrest edit., 1. 1, p. 53‘i. — Brioschi, Comptes rendus 
de VAcademie dee Sciences^ t. HX, p. 999 . — Cayley, Journal de Crelle, t. 41, 
p. 07. — OuSTHER, Journal dt Crellcj t. 109, p. 216. 
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Geci pose, la fonction 

est un poljnome ea :: de deg re 2/2. Ea effet, est un polynome 
en du troisieme degre, comme il resulte du theoreme etabli aii 
n® 433 , el comme on le veriGe sans peine au moyeu des formiiles 
qui donnent les derivees des fouclions 5 • ce polynome du troi- 
sieme degre est evidemment divisible par -s. Par suite, si Ton de- 
signe par el an le premier et le dernier coefGcient de F(> 5 ), le 
premier et le dernier coefGcient du polynome seronl respec- 

tivement al et a^. 

Mais les valeurs de -s qui annulenl ^\z i sont el 

Ton a 

d’ou Ton tire une serie d’idenliles en egalant les coefGcients des 
diverses puissances de z] en particulier, si i’on suppose = 0, on 
aura 

^ 1 ^ 2 * • *-» 2 « — 

^r. 

et, par suite, en extrayant la racine carree 








y"^, M etant mis a la place de 

on a ainsi exprime le premier membre en fonction ra- 

lionnelle des qiiantites ^(1^2)1 •••} 

comme il resulle evidemment de la forme de et 
de ce que Ton a 2^(a)q^(in:= 


462 . 11 est d’ailleurs aise de mettre en evidence dans a^ le facteur 
yiy'2- * *X‘2n-i ct de determiner le signe qu’il convicnt de prendre 
devant le second membre. Tout d’abord, on voit que, en faisaul 
abstraction des signes, -r «2+- • -+ sc presente sous 

la forme du quotient g de deux determinants A, B de Tordre 
271 — 1 \ les lignes de rang /* de ces determinants s’obtiennent en 
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remplacanl u par Ui dans 



... .>% 


■ y 

et dans 





... 

j 

• yf- 


Qnant au signe,il se deterinineaisement [en supposantj'= 

SI I'on imagine que les quantiles ihn-^\ soient infini- 

menl petlles tlu premier ordre; le terme principal de 

?o:4 < Wi -r- Wan-i) 


est alors //i «2 4-. . . — ; les elements, reduits a leiirs 

parties principals des lignes de rang r dans A et dans B, se re- 


duisent a 


tir ) • • • j 


,,2/2-2 

//2rt-4 

Up } • . • » 

1, 

Les suites 

J /Z - 1 , 

•2/2 -3, 

I, 

in — 2, 

2/2 — 4. -M 



Uf, 5 


/Jft-5 


U. 


■>./z-4, in -6, 0, 

*?/e — 3, — 5, I 

presentent respectivement 

— i et h- 24-3 — ...-T-zz — 1 


InversionSj si Fon convient de dire que deux termes presentent 
une inversion lorsque le premier de ces termes, en commencant 
par la gauche, est plus petit que le second; on en conclura faci- 
lement que le premier determinant est egal au second multiplie 
par ( — i)'**** -r- tZo+.-.-r ihn-i)l on a done en general 

?oat( 4- . .4" Uin-i) = i — g* 

463* On reconnail de suite que le rapport g; quand on rem- 
place jv eiy^ par Xjv, se reproduit multiplid par d’apres 

cela, en se reportant am formules (LX), on voit que, si Ton 
ajoute coa a chacune des quantiles I’egalite 

prend la forme 

Ui — p . .-h g> 
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en supposant qae, dans A et dans B, yr^ JV representent 
i'ao(^^r) ■ si Ton ajoute au contraire cop a chacundes arguments 
on trouve de meme 

A 

?yp(cCl-r- CC2“f- - • - Uln-\) “ g ^ 

cette fois, dans les determinants A et B, yr et y^ representent 

iyP Ujr^ llr^ 

Enfin, on a de meme 

sn ( — Mo . • . — = (— g 5 

cn ( -H Mo -i- - .H- 

dn( Ml -T- Mo -i- . » . -f- Uiji—i) = — 5 

D 

ou, dans A et B, yr et representent respectivement sn Wr, sn'w,-, 
cn^^r, cn'z^rj dnz/rj da'«r- 

Comme on pent supposer que est nul, les formules pre- 

cedentes sont generales. 
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CHAPITRE V. 


DEVELOPPEMEMS E\ SERIES TRIGONOMETRIQUES. 


I. — Developpement de iog2r( i ), de ses ddrivees et des fonciions 
douWement periodiques ordinaires. 

-U>i. On a \u Timportance des developpeinents des fonciions 
S' C ) cn series Irigonomelriques, series qui procedent suivant les 
sinus ou les cosinus des multiples de v- et qui meltent en evi- 
dence les propriOes essentielles de ces fonciions. Les developpe- 
uienls en series irigonomelriques que nous donnerons dans ce 
Chapitrc ont egalcnicnt unc grande importance, surtout dans les 
applications de la tbeorie des fonciions elliptiques; mais ils pre- 
scnleut, pour la plupart, un caraclere tr^s diflerent de celui des 
series relatives aux fonciions 3{v ) : ces developpements, en elTet, 
ne sont plus ctmvergents pour loutes les valeurs imaginaires de 
rargument. 

Nous nous occuperons d'aLord de quelques-unes de ces series 
qui se d^Juisent iminediatementdes formules relatives aux fonc- 
tions Sfv) : dies concerneni les logarilhmes de ces fonciions et 
leurs derivees logarithmiques. 

46o. Commencons par rappeler la definition de la fonction eld- 
raentaire log sim:t’. 

Les diverses determinations de cette fonction sont reguli&res 
pour lous Jes points v qui n’annulent pas simrt>, c’est-a-dire pour 
les points dont I’affixe n'esl pas un nombre enlier. Les points 
pour iesqueis la fonction n’est pas rdgnli^re dtant tons ranges sur 
I’axe des quantiles r^elles, il est clair qu’on peut definir la fonc- 
lion logsimro comme fonction holomorpbe de v, soil dans la 
partie sup^rieure du plan, soil dans la parlie inferieure. 
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Envisa^eoDs en particulier la determinalion principale cle la 
fonction logsinTci-', c’esl-a-dire celle pour laquelle le coefficienl 
de i est compris enire — tc et +-; elle sera deBnie dans toule 
r%ion du plan de la variable o ne contenant anciin point r pour 
lequel sin^zp soil negatif ou nul; or si I’on pose v ~ a — Oi, oii a 
et b sont des nombres reels, on aura 

sinTTp = sin -a ch-i -f- i cost: a sh-n:^: 

pour que sinTzv soil r4el il faul done que a soil un multiple im- 
pair de i ou que b soit nul; pour que sin^zv soit negatif ou mil il 
faut, dans le premier cas, que a soit un nombre pair diminud de 
dans le second cas, il faut que le plus petit entier inferieur a n 
soit impair. Done, la determination principale de logsinT;^’ sera 
definie dans toute region du plan de la variable r limitee par les 
paralleles menees a rave des quantiles purement imaginaires par 
les points dont les affixes sont de la forme an — 4 , oii n est un 
entier quelconque, et par les segments do I'axe des quantites 
reelles joignant chacun des points dont I’affixe est un nombre en- 
tier impair quelconque, au point dont I'affixe est le nombre pair 
qui est plus grand que lui d'une unite. Les paralleles a I'axe des 
quantites purement imaginaires sont perpendiculaires a ces seg- 
ments, en leurs milieux. 

Ceci pose, nous definirons de la maniere suivante line fonction 
de que nous designerons par ls(c), qui sera holomorpbe tant 
dans la partie superieure du plan que dans sa partie inferieure, 
mais pour laquelle I’axe des quantites reelles jouera le rdle de 
coupure, sauf toiitefois entre les points o et i , de sorte qii’en deux 
points de mime affixe, appartenant I'un au bord superieur, I’autre 
au bord inferieur de la coupure, les valeurs de ls(v) seront diffe- 
rentes. 

Dans celle des regions precMemment definies oil se Irouve le 
point 5 , ls(v) sera, par definition, identique a la fonction holo- 
morphe de v, representee par la determination principale du loga- 
ritbme de sinitv; les valeurs de ls(p), lorsque Ton est sur les 
limites (X) de celte region non situees siir I’axe des quantites 
reelles, seront fixees par continaite, en approchant de ces limites 
depuis I’int^rieur de la region ; dans la partie d’une r%ion con- 
tigiie sitn^e soit au-dessus, soit au-dessous de I’axe des quantiles 
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reelles, nous prendrons ensuile pour la fonction ls(r) celle des 
delernunalions de la fonclion log sinr, holomorphe dans la partie 
de region euvisagee, dont la valeur tend, quand on s'approche des 
liiniles (a), \ers les valeurs de Is (r) deja definies sur (a); la fonc- 
lion l5(v’) esl ainsi delinie dans line region contigue a la premiere 
el sur les limiles de cetle region : on precede ainsi de proche en 

On peut encore delinir la fonction Is (pj park formule 






ZV 




eii supposant que le chemin d’integrationne traverse pas la coupure. 

Le Tableau suivant, ou n designe un nombre entier, ou r est 
suppose mis sous la forme a bi\ a el b etant reels, et ou les 
logarilhines sont toujours supposes avoir leur determination prin- 
cipale, donne la definition precise de la fonction ls(p) a laquelle 
on parvient ainsi. 


I. Partie superieure du plarij 6 > o. 

— - — <a< — - — ? i5(r) = logsin^TP — 

a z=: — logch;:^ — (271 — 1)7:/. 

Bord siiperieur de la coupure j ^ = 0. 
2 n<a< 27 i-ri, Is( p) = log sin::a ~ 2 717 : 7 , 

' 2/1 4-1 < ^/ < 272 -f- 2 , Is(r) = log jsinTT^ I — (272 4-l) Tt/. 

(CV,) / 

I II. Partie inferieure du plan, ^ < o. 

<n< ? I 3 (p) = log Sm^V 4- 2 71717 , 

^ j 

a = — « — , Is(p) = IogcIi 7 : 6 -f-( 27 i — 1)7:/. 

Bord inferieur de la coupure, b =: o. 

, 2n<a<27i4-i, Is(p)=:Iogsin7:a4-2n::/, 

an 4-1 < a < an 4- a, ls(p) = log j siuTtn |4-(27i 4 - 1 ) 
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Les vaieurs de Is (c), lirees de I el de II, coincident le long de 
I'axe reel sar le segment qiii va du point o an point r, et, en effet, 
ce segment ne fait pas parlie de la coiipure qiii coniprend seiile- 
ment les deux parties de Faxe des quantiles reelles allant de o a 
— X el de I a -r cc. 

On observera qiie Ton a toiijours 


ls(r — 2/2) = ls(P)Zp 2127:1, 

en prenanl le signe superieiir ou le signe inferieur, sui\ant que 
Ton est dans la region superieure ou inferieure du plan. 

466. Posons maintenant 

n — se ;?=r * 

f(S} = JJ ( I — 2 ^ 2/i cos 2 t: r ^ ( i — ^ ^ « e> 2 ^ i ^ 2 ^ . 

n=l n=t 

on aura, en designant par A le nombre qui ne depend 

pas de r, 

2-j ({?!':>=: A sia7:r/(p), 

d‘ou, en prenant les derivees et faisanl r = 0 , 

2r'(ok) = A7r/(o), 

et, par suite, 

2ri(pl':)= i S''^(o|'r)sinrp 

puis, pour line determination convenable des logarithmes, 

logSi(<?lT) = log i 2rj{o ] z) -h log sin 7 :p-^ log 

” /{o) 

Choisissons arbitrairementune determination de log - B'. (oh): 

^ 7l ' ' ' 

prenons pour logsinI:^' la fonction holomorphe ls(0 definie plus 
haul; observons enfin que, si Ton pose t= en designant 

par ij d des notnbres reels, la fonction y{f'), dont les zeros sont 
les memes que ceux de la fonction (p), a I’exception des zeros 
de cette dernifere fonction situes sur I’axe des quantiles reelles, 
ne s’annule pas enlre les deux paralleles a cet axe, menses a une 
T. et M. - III. 8 
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Jislanco tie cct axe egale a en sorte que les di\erses determi- 
nalions de la fonction los peuvent elre definies comme des 

foaclions lioloinorplies de r entre ces deux paralleles; choisissons 
celle des determinations qui s’annule pour e = o. Des lors la fonc- 
tion log Si f r ; t ) sera definie pour tous les points situes enlre ies 
deux paralleles, excepte les points pour lesqiiels e est un nombre 
enlier, sauf a regarder conune distincls les points de meme affixe 
qui soul situes sur des Lords diflVrents des deux coupures, allant 
sur Taxe reel de i a — x et de o a — x; a 1 interieur de la re- 
gion limilee par les paralleles el les deux coupures, elle est holo- 
niorphe. 

107. Occupons-nous d’abord du developperaenL de la fonction 
log/tV’;. En posanl r ~ a -i- ou a et ^ designent des nom- 
bres reels, on aura 

j - j = 7^2?^ 

ou h designe la valeur absolue de y; on aura done 

si esl en valeur absolue plus petit que i, les quantiles prece- 
denles seront tomes deux plus petites que i ; done, puisque la 
fonction 

, . X X- 

— V 

® 12 3 


ou le premier membre designe la determination principale de 
log<i—,r), est une fonction holomorphe de a: tant qu’on a 
] jr I < 1 , les fonclions de c 




logd — cosar-n — ^ j 


seront holomorphes tant que Ton aura i p [ <[ i • 
La serie 


^ log(i — agf** cosacT: -r- 

n=zi 
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en supposant qu’clle soil convergenle, est esidemment une des 
determinations de log/(r); la con\ergence de cetle serie et le 
fail que sa somme est une fonction holomorphe de r. lantqne 
I'on a [jS|<i, seront etablies a la fois (n^37j si Ton prouve 
que la serie double 

2 J, ^-"'■cos 2 rrz ( /z, /’ = i, 2 , 3. . . . ) 

est absolument et uniformement convergenle taut que j|i| est 
moindre qifun nombre plus petit que i. Or on a 

2 COS27TT: = 

etj par suite, 

I 2 cosa/Tz 1< 


des lots il suffit de prouver la convergence des series a termes po- 
sitifs 


(n,r} 


1 

I . 




qui est evidente lorsque I’on a l,Sj<^ij puisque la somme de la 
premiere serie, par exemple, est egale au logarilhme de I’inverse 
du produit infini 

rt= 30 

rt=l 


Nous pouvons done, en supposant [ ^ [ <;] i, definir log/(p), 
log-^l^ comme des fonctions holomorphes de ^ paries egaliles 


log /(P) 




-1 


2gr2/*c0S2rPTC 
r(i— g-S'-) ■ , 


/(O 




et cette determination de log estbien cellequi s’annule pour 


v=zo. 
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468. II suffit de reiwplacer log par le developpement pre- 
cedents dans Texpression de logSi (r)definieplusliautj pour avoir 
le developpement de cette fonction en serie trigonometrique. 

II est clair que le precede employe pour developper log Si (c) 
en serie trigonometrique s'applique aussi bien aux trois autres 
fonctions 27{r); nous reunissons ci-dessous les formules ainsi 
obtenues, qui peuvent etre utiles dans diverses circonstances : 


luy:3rirt’^ = l..gI'r;/-oj-hlogsinr:P^-^— ^-^(2 sinr7:p)2, 


r=l 
/ == ao 


(l-g 2 r) 


1 GVj 


logSj(('j = logSj'oi-r-logcosTrP-i-^^^^j— ^ (2sinn:p)2, 


ml 


logSjfp) = logSTjCoj- ^ (asinrzp)*, 

r=zl 

r=3p 

lo?2r^( (') = logSif 0 j T- ^ (a sinrTCvjS. 


Si Ton suppose oinissouslaformer=a-r ^tjOuaet ^ d^signent 
des nombres reels, les deux premiers developpements sont valables 
sous la condition l^l<i 5 les deux derniers sous la condition 
1 3 1 < ^. On doit prendre pour log sinTcr la fonction Is(^), pour 
logcosrrr la fonction 1 s(p 4 -|). 


469. Ces formules fournissent immediatement les ddveloppe- 
ments des logarithmes des quotients des fonctions S et, par con- 
sequent, des logarithmes des fonctions sn, cn, dn et de leurs 
quotients; on a, par exemple. 


logi-£i (‘2Kr; = ‘iiogS's(o)H-log5in7:v— ^ ( 2 smrTrtJ). 

rrrl 

/,) I logcn(aKp) ^ 'ogcoszp-^^ 

/■= * 

U.g dii(3Kp) = - ^ y_‘ sin( 2 r-i)zp]», 


r - I 


sous la conditioQ 1 ^! < 5 - 
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Oa deduit aussi, par differentiation des formiiles oblenues pom 
les fonctions les developpements 


( r) , ^ 

^^ = r.cotr.,^,T.y^ — sm2rr... 

r= 1 


^ 7“'' 

— T:tang::r^47: > (— — - — -smarTrr, 

&«(P; ® ' i_^:r 

r-i 

r— * 

— = 4:: > < — 1/ — sini/’-TP, 
r3(v') ^ ^ ^ I — ^/2r ’ 

r = l 
/•= « 

,_V ?'' 


r— X 


(CV.) 


m) 


: smarTrr, 


qui peuvent etre differenties a leur tour. 

En se reportant aux formules (LXXVL), (LXXIXj), on deduit 
de la derniere formule (CV4) la relation 


(cvo 


. 2 z\^ . rza" 

Z(j?) = — > - sin 

K jU K 


pourvu que le coefficient de i dans soit inferieur en valeur ab- 
solue a-J. 

470. Les formules {XXXin5_6)j en prenant les logarilbmes 
des deux membres, fournissent les developpements 


log^u = log — ~ -f- r loasm — 

^ 7 : 2(0i ° aa>i 


(CVIO 


/■=l 

r= en 

, TiU' , T.U (—lYg^^ ! . r'jiuY 

loga'itt = -i r log cos r > -^7 ^ 2Sin ^ 

2(i)i ® 2u)i — 2Wi/ 

r=l 

rzzm 

logi^u = H — ^-7— 2 sm ) ? 

® 20)1 20>i/ 

rx\ 


rr.uy 

2 sm • 

20)1/ 
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On ii aussi 


r=x 

T,M r -« a-V 

Zu = : cot /j 77 sm j 

ti>l 2t0i ‘2Wi <7-^ COi 

/•=i 

7‘Z=M 

Ciw = 

'GVls- 

(Oj tojXil l — q^'' wi 
/• = 1 

r= as 

rill . rzii 

— > — - -1 7 sm , 

et, par suite, 
pa 

P(«-Wl) 

VI,) ' 

'pill — wj) 

p f a 4 - ( 1 ) 3 ) 

(I’oii Ton dedait ais^ment, par differentiation, des formules ana- 
logues pour les derivees d’ordres quelconques de jaa, p{u + o>a). 
Si Ton suppose u mis sous la forme a = 2a(i)i + 2P(i)3, on a et ^ 
designent les nombres r^els, toutes ces formules sont valables sous 
la condition [ 3 1 < |. Celles quiconcernent logts'a, log< 3 'ia et leurs 
deri^ ees sont mdme valables sous la condition | ^ [ < 1 * 

On d^uit immediatement des developpements obtenus pour 
les fonctioDS log^a, ceax qui concernent les douze fonc- 

tions log;(a); ces developpements sont analogues a ceux que 
nous a vons Merits pour les fonctions log sn log cn log dn 


r=« 

— cosec* r > - ■— cos — ? 

Wj U«wi/ 2Wi tu2 Jmd I — 0)^ 

r = l 

r=« 

ril / t: \* . . zu •xz^ x\ (—lYrq^^ rzu 
ii ^ [ — ) sec2 \ ^ cos j 

UJi \‘ 2 tai/ 2 Wi ( 0 * Jmi I — Wi 

' r = I 

r=s.to 

ii \ — cos J 

oji a»J 1 — cui 

r = l 

Oil (Jij I — q“^ u>i 



T.H r ::a 2 -\r(-iy^^'' . rr.u 

— tang ! >, sm > 

OJi 2(Ui 2Wi (i)i^ l — wi 


471. Les fonctions Z(x) peuvent servir d’^l^ments simples 
dans la decomposition des fonctions doublement p^riodiques de 
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premiere espece a periodes au,, 26)3 ou aK, a/K.'; les developpe- 
ments precedents (CV 3 ), (CVio) fourniront done, pour toule fonc- 
tion doublement periodique de 'premiere espece, un developpc- 
menl en serie Irigonometrique. Le lecteur pourra appliquer cette 
methode aux carres des fonctions ?oa(w)' 
core aux carres des fonctions sn, cn, dn, de leurs inverses et de 
leurs quotients mutuels ; nous nous contenterons de citer la 
formule 


(CVe) 


i , aKr 

4 t:® - 


r=x 



— - sin-/'j”, 
i-q-’' ’ 


qui est une consequence immediate de la formule (n®406). 


472. Ghacune des series qui figurent dans les formules (CV^.^) 
et (CVIo) peut 4tre mise aisement sous la forme d’une serie a double 
entree; ainsi, I’on peut meltre I’expression (GV;) de Z(x) sous la 
forme 


Z{Kxj= g'- 2^-1’ sin /-Kjr = 


ir.ii 


<r,5 


oii r et s prennent toutes les valeurs entieres positives. 

Dans cbacune des series a double entree ainsi obtenue on peut 
efifectuer la sommation d'abord par rapport ar; on obtient ainsi 
de nouveaux d4veloppements en serie pour cbacune des fonctions 
envisagees; ainsi 


s = t 


sinrg 


Ge d4veloppement s’obtiendraitde suite en prenant Iesd4riv4es 
logarltbmiques des deux membres de la formule (XXXIIg); en 
se pla^ant a ce point de vue, on voit qu’il est convergent quel que 
soil nc. II en est de m4me des d4veloppements analogues que le 
lecteur trouvera dans le Tableau des formules plac4 a la fin de 
I’Ouvrage [{GV^.i) et (GVL)]. 
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IL — Developpement des fonctions doublement p^riodiqiies 
de seconde espece. 


i73t Cunsiclerons (*) Texpression 




I pt(F> pi(j^y) 


oil les fonclions s sont celles qui sont definies par les formales 
(XXXII), de sorte que Ton a 




V-I v^l 

V V 

m\ tmi 

ql q"-\ xy - .r-'j-*) jq (I - j’7-) jq (t — q’-'^x-^-y-'-) 


jq ( I - ) iq (I - q-<x-i ) ]q { I - 9''/' ) JJ (• - q'T^ ) 

l/( 'V/ tVj (V) 


V doil prendre toutes les valeurs impaires et positives, m loutes 
les valeurs entieres positives, nulles et negatives, n toutes les va- 
leurs enlieres et positives, 

Cette fonction F(^, definie pour toutes les valeurs 

de ,r,^>'qui ne sont pas nulles et qui n'annulentpas p 4 (j?), ? 4 (/)« 
Les valeurs de x, jk qui annulent ?i(j) sont comprises 

dans la formale si Ton pose |^| = A, on voit qu’elles 

sont representees par des points diametralemenl opposes, situes 
sur des cercles ayant Lorigine pour centre et ayant des rayons 4gaux 
a 2 ; sur cliacun de ces cercles il existe an couple de ces points 
el un seul. Si I’on considere la fonction 7{q^x^y) comme ime 
fonction de x seul, par exemple, tous les points x^± se- 
ronl des pules simples de cette fonction, comme il resnlle evidem- 
ment de la seconde forme sous Jaquelle elle a mise. 

Dans Fespace annulaire compris entre deux cercles conseculifs 
il n’y a pas de point qui soil on ziro pour p 4 (ir‘) on ^^{y ) : tel 


( 1 ) Voir Kroxecser, Monatsberichte der Berliner Akademie, i88i. 
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est, par exemple, Panneau compris entre les deux cercles de 

rajonsy'A et-^- Nous aurons bientdt a nous restreindre an cas 
\/h 

oil Pane au moins des deux variables J?, y est representee par un 
point situe a Pinterieur de cet anneau, c’est-a-dire que nous sup- 
poserons que x ou y verifient les inegalites 

il est clair que ou verifient alors les memes inegalites. 

^ 1^1 1/1 

Pour toutes les valeurs de x, y qui verifient a la fois ces inega- 
liteSj la fonction F(^, j:5^^)estfinieet determlnee. La Ibnction pj 

s’anniile aux points dz situes les deux premiers sur la 

limite interieure de Panneau, les deux derniers sur la limite exte- 
rieure. Autour des points comme centres, avec un rajon 

Ires petit, decrivons des cercles et supprimons de Panneau la 
partie interieure a ces cercles; aux points des pelites regions sup- 

primees correspondent, par la transformation ^ des points 
dont Pensemble constitue deux pelites regions, interieures a Pan- 
neau et voisinesdes points ±: supprimons-les encore et desi- 

gnons par (A) Panneau ainsi modifie. On observera que si x est 
un point situe dans (A), il en sera de meme des points — a?, 
± et que si x^ y sont assujettis a rester dans (A) ou sur son 
contour la fonction F(^, I'egardee soil comme fonction de x, 
soil comme fonction dey, sera faolomorphe ; enparliculier, il exis- 
tera un nombre positif N tel que Pon ait 

Laissons de cote, pour un moment, les restrictions imposees a 
X tiy] les proprietes suivantes, de la fonction 

(a) ¥{g,x,y) = $6^ qtnn* ^osq^ yq^*), 

(?) a;”*, j-0 = — F(^,ar,7), 

ou £, s' representent i: i et oii /t, n'd^signentdes nombres entiers 
quelconques, resultent aisement des formates (XXXIV7). La pre- 



miere de ces dfin relalinns iiioiilre. en parliculier, comraent 1 on 
peut ramener le calcul de la fonclion Fl ^, v) lorsque x ely 
sonl rejirt^entes par Jes points exterieurs a Taire (A), au cas ou 
ils apparliennent a celle aire, pourvii que les points x, y soient a 
line distance suflisamment i^rande des zeros des fonctions 

i7i. ConsidcTons niaintcnant I'integrale 

J 

dans laquelle x sera regardee comme une constante assujetlie 
seulement a elre representee par un point qui appartienne a 
I'aire (A'.; quant a r ce sera une constante telle que pi(/) ne soit 
pas mil. A’ous allons monlrer que, si Ton prend cette integrale 
sur la circonference d’un cercle ne passant par aucun pole, ayant 
son centre au point o, de rayon infinimenl petit ou de rayon infi- 
nimenl grand, elle est infiniment petite. Admettons, pour un in- 
stant, qii'il en soit ainsi. 

Entrc deux cercles ayant pour centre commun le point o la fonc- 
lion ' od - est la variable, est univoque ; elle n’admet pas 

d’aulres singularites que des poles, en nombre fini, quand on a 
fixe les deux cercles, a savoir le point z =y% que I on peut tou- 
jours supposer situe entre les deux cercles, et ceux des points 
J = ± ou n est un nombre entier, qui sont aussi situds entre 
les deux cercles. Tous ces points sont des poles simples de la 

fonction consideree comme une fonction de z. Par suite, 

- —.V 

lorsque le rayon d'un des deux cercles croitra inddfiniment, que 
Tautre decroitra indefiniment, la somme des residus de la fonc- 

l*on — j residus dont Fun est F(y, is,y)^ tendra vers zdro. 

On prevoit ainsi qu’on obtiendra F(q,x,y) sous forme dune 
sdrie. On ^oit m^me, puisque I’int^grale est infiniment petite sur 
le cercle infiniment petit, ou sur le cercle infiniment grand, que 
la somme des residus relatifs aui p61es compris entre deux cercles 
a^nl pour centre le point o tend vers une limite quand le rayon 
du cercle int^rieur d^croit indefiniment ou que le rayon du cercle 
exl^rieur grandlt indefiniment. 
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47o. Designons par R un nombre positif fixe, assujetti seule- 
ment a cette seule condition : le cercle decrit du point o comme 
centre avec R comme rayon a sa circonference contenue tout en- 
tiere a Tinterieur de Faire (A). Considerons le cercle (C) decrit 
de Forigine comme centre avec le rayon R/i^, n etant un nombre 
entier positif que nous ferons tout a Fheure grandir Indefiniment 
et que nous supposons de suite assez grand pour que le pointy 
soil a Fexterieur du cercle (C). Quand n grandira indefiniment le 
cercle (C) deviendra infiniment petit; nous aliens montrer que 


Fintegrale 


*/'Ci 


prise le long de ce cercle, tend vers zero quand n croxt indefini- 
ment; si Fon pose en effet 


cette integrale devient 




fcR,.. * 


ou le signe depend du sens dans lequel on parcourt le cbemin 
d’ integration; d’ailleurs on a, en vertu de Fegalite (a) du n® 473, 
ou Fon remplace 2 et s' par 4- 1 ? par 0 , nl par — n et y par 

et, puisque la valeur absolue de q est A, la valeur absolue de 
est R; en d’autres termes, le point ap- 

partient a Faire (A); on a done 

I ^h^q-neiTiu) [ < 

et par consequent la valeur absolue de Fintegrale consideree est 
moindre que 


A« r 


^du _ 2^2NR a» 

[ !y|-RA« “ lyl-RA« 


comme est plus petit que i, il est evident que cette quan- 

1 ^ r 

tite lead vers z^ro quand n augmente indefiniment. 
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470. Soil mainienant C' im cercle cle centre o et de rayon egal 

'd ttt — Considerons la dllTerence dcs deux integrales 
U A* 

Jq. Jc - '' -'c'l 


dont la seconde est nulle piiisqiie la fonction z) est im- 

paire et que le contour (C'j est svmetrique par rapport au point o. 
Si Ton change ^ en le contour (C') devra etre remplace par le 
contour (C) et, en tenant compte de Tegalile 


T{q,x, I = — F(€y, .r-i, 

qui n^iilte de Tegalite (^S) du n” 473, on voit que le second 
membre prendra la forme 


J.c, Jc 


dz; 


or cetle derniere integrale appartient au type prec^demment etu- 
die, sauf le changenient de x. v en changerhent qui 

n'altere pas les consequences; cetle inlegrale tend done bien vers 
zero quand n croil indefiniment. II en est de meme de Fintegrale 
proposee quand le cercle G grandit indefiniment, ainsi qu’on I’a- 
vait annonce. 


477. II nous reste a evaluer les residus de la fonction de 

Fi q,Xy z] 

Le residu relatif au pule jk est F(g^, vT, j"). Le residu relatif au 

pole s’obtiendra en remplacant z par £g^”"*"^dans Pexpres- 

sion 

le calcul se fait sans peine au moyen des formules (XXXIVe^r)? 
(XXXV 4 ^o), el Ton trouve, pour le residu cherch^, la valeur 

( q * 
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On voit de suite que les deux serieSj dont le tennc general se 
deduit de la en remplacant s par + 1 ou par — i, sent absolu- 
ment convergentes quand on donne a n les valeurs i , 9 , 3 , x ; 
il n’en est pas de nieme pour les valeurs negatives de n; pour 
avoir une serie absolunient convergente, il faut reunir dans le 
terme general les deux residus relatifs aux valeurs -f - 1 et — i de s 
et I’ecrire 


.1 

1 iqx-^) 2 I (^a— 2| 2 

2 r ' — r 

■= n-r- -i 11+- 

y-i-q 2 y — q . 


y(qT -“- 1 




1^2 ^2«-rl 






sous la derniere forme, la convergence absolue de la s 6 rie dont on 
vient d’ecrire le terme general, quand on donne a n les valeurs 
— I, — 2 , — 3, . . . , — CO, est manifeste. 

Ajoutons que la forme trouvee plus liaut pour 

une limite superieure de la valeur absolue de Tintegrale envi- 
sagee, met en evidence (n® 30) ce fait que la serie 

«=» 

^ r(yy-2) 3 

«z=0 

est uniformement convergente pour I’ensemble des valeurs de x 
telles que Ton ait j en designant par a un nombre fixe 

plus grand que i ; I’integrale, en effet, n'est autre chose que le 
reste de la serie. Une consequence toute pareille concerne la s^rie 
analogue relative aux valeurs D%atives de n, pourvu que Ton ait 




i\[h 


478. En ecrivant que la limite de la somme des rSsidus de la 
fonction relatifs a ses difierents poles, est nulle, on 

trouve, en remplacant F ( 5 ^, par sa valeur (n° 473), 


(GVII3) 


pi(0pi(^/) 

p4{^)Pt(7) 


n = «o 

» = 1 


S«— 1 

q 2 ^tn+1 

I — y—i qint-i 


2n-l 


A := 1 




ou chacune des series est absolument et uniformement conver- 
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i^enlc SOUS les condilions qiii ^iennent d'etre expliquees. Rien 
nVuiipeche done de differenlier terme a terme, si on Ic desire. 

479. La fornnile (CVIIa') pent se transformer de diverses ma- 

meres en ajoutant aiix arguments r, n' ies quantiles - ou — — ? 

ce qni re\ienl a mulliplier x ou y par i, ou i\'q- 

Les changenienls de cette sorle que I’on peut faire subir a w 
ne demandent aucune precaution puisqne iv est quelconque. De 
luenie quand on ajoulc 4 a c, il esl clair que, les conditions 

V I < ! j- ! < 1< 

\/k yh 

etant identiques, le domaine dc convergence de la serie n’est pas 
nioJifie par ce changcmenl. 

n n'en esl plus ainsi quand on change x &XLX\jq \ pour que I’e- 
jialilti (CVII3) reste valable apres ce changement, il faut que l^on ait 

\lh<.\xslq \ < 

e'est-a-dire 



Supposant d’abord que x satisfasse a ces conditions, nous 
aliens remplacer, dans regalile (CVIIa), x et/ par Jcy'q, y sjq] 
la modification a apporter au premier membre resulte des for- 
mules (XXXIVj^rt I Lon trouve 


z\ ( i> Zi(xy ) 


It 

ft = I 




n^ao 



q2n^2ny2 


La premiere serie esl convergente pourvuque Ton ait jr] < 

c est la seconde serie dont la convergence implique la condition 
|xl > I ; il est naturel, pour essayer de relrouver one expression 
analogue a celle de F(q, x,y), d’introduire dans le second membre 
la serie 


ft= aq 
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1^7 

qiii converge pourvu qiie Ton ait j [ > A ; en ajoulant et retran- 
chant cette quantile, le second membre prend la forme 

I —y-iqia 

n = I 

mais la derniere serie se reduit a 



V“ 2 .T*”" 

~ ^ 2 d \— y - q-ii ~ 1 — I— ’ 


n = I 


n=itc 



n = l 

on a done finalement 


l' P J f 1 1 pi (xv > ^ V — 


(CYIIi) 


1 — 


n = f 




Cette egalite est demontree sous la condition i < [^' < i; mais 

les series sont convergentes sous la condition A < | vT | <^ et I’e- 

galite subsiste si ces dernieres conditions sonl verifiees, puisque 
les deux membres sont des fonctions anahtiques de j:*; on peut 
s’en convaincre encore en changeant j:, y en ce qui 

change le signe des deux membres, et ce qui ramenc la valeur ab- 
solue de ^ a etre comprise enlre i et A, si elle etait comprise 
entre i et t’ 


480. Rien n’empeche main tenant dans les deux egalites (CVIIj) 
et (CVII3) de changer / iy^ys/q^ iys/q^ p^is, dans les r6sul- 
tats, X en ix. Chacune de ces deux egalites en engendre ainsi 
sept aulres; on a, en tout, seize egalites de m6me forme qui four- 
nissent des developperaents pour toutes les quantit^s telles que 

?a(^7) /a = i.2,3,4\ 

Nous reunissons dans le Tableau (CVIIi) ceux qui se rapportent 
aux indices a — 1 , 2 ; j3 = i, 2 ; dans le Tableau (CVIL) ceux qui 
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rapporlent aiix indices a = 3, 4; dans le Tableau 

(CVIIji ceiiv qiii sc rapporlent anx indices a = i. 2 ; ^ = 3, 4; 
onfiD dans le Tableau ^CVII^ » ceu\ qui se rapportent aux indices 

7 . = 3j 4; j 4* 

Los forniules iLMT.o* supposent forniules 

(CVnj_i; supposent 

tSl. Si Ton reinplacc x et r par les seize developpe- 

ments preeeJeuts se transformenl en seize de\eloppements pour 
toules les quantiles, lelles que 

Vg = i,2,3,4/’ 

on les irouvera sous les inemes numeros (CVIIi_ 4 ) dans le Ta- 
bleau des formules. Les deux egalites (CVIL) et (CVIL), par 
pxemple, etablies aux n“’ 478 et 479, se transforment en 


nr.j 


' 1 Sji OiSTiI f «■ ) 

I = Cut-V — COtTtV -t- 4 ^ 


sw( 2 n 7 A' 27 ir I — sinanTtP 

1 — cosauip -r 


Vlfj) 


I 2?jUn3'i(t’ -r (P ) 



sin [i — HTTP — ztp] — sin [fan ~ i)7:p~-t:cp] 
I — 2 cos 2 7 : tP -r 


La condition /i<|xj< j ^quivaut manifestement a la con- 


dition 


A(j)<A(f)<A(; 


oil le svmbole A plac^ devant une quantile signifie que Ton doit 
enNisager Ja parlie reelle seulemenl de cette quantile. De m^me, 

la condition < j a: | < -p equivaut 4 la condition 

/A 
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Si Ton pose v = a St, en designaiit par a et S deux nombres 
reels, on peat dire aussi que les formules (CVIIj.j'i ont lieu sous 
la condition | j3[ < i el les formules (CVIIa^fi sous la condition 

482. Nous allons mainlenant supposerque la variable y verifie 
les conditions f^<\y\<.j^ dans les formules (CVIIu s les con- 
ditions \ 'h < 1 j dans les formules (CVlL^s't. 

Placons-nous, par exemple, dans le cas de la formiile (CVIL); 
en supposant que les valeurs absolues de x^y soient toutes deiiv 

comprises enlre \'Ti et el en designant par a, v des nombres 

impairs positifs quelconques, on aura 

2 = 2 2 = 2 


(GVII:) 


Pi(x)p,{y) ^ 


I yt(Q)Sri(r-f.tp) _ ^ E 


4- 


sin{'tzv i^tav 


En nous plagant dans le cas de la formule (CVIIi) du n® 479, 
on aura de ni^me, en supposant que les valeurs absolues de jt, y 
soient toutes deux comprises entre A et ~ et en designant par /w, n 
des entiers positifs quelconques, 

GVII5) - - = cot?:p 4- cotTity -t- 4 q^”^sin( 2 nrP-^ 2 ffZ 7 rtf> 


Lesquatorze autres formules fournissent des develop- 

pemenls analogues en series trigonometriques a double entree. 

483, II est aise (^) de d^duire, de chacun de ces seize develop- 


(‘ ) Voir Halphen, Fonctions elUptiqueSj t. I; p. 438. 
T. et xM. - in. 
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pement:?, des s<}ries lirs rapidement convergentes et convenant, 
par suite, aux calciils numeriques. 

Placons-nous dans le cas de la formule 1CMI7) du n° 482 el 

_ H 

groupons dans la serie a double entree ^ q - qiii figure 


dans son second membre, tons les terines pour lesquels la dlfle- 
rcnce a — v des deux indices de somiiiation est egale an meme 
nombre positif ou nul, que nous designerons para^ puisqudl est 
neeessairemcnt pair. L'ensemble de ces termes sera represente 
par la serie 

y ^ (v = 1 , 3, 5, . . .) : 


Tensemble des termes de la serie a double entree envisagee, pour 
lesquels a — vest un nombre pair quelconque positif on nul, 
est done 

qi 

fv V 


2 


/v= 1,3,5, . 

\5 = o, 1,2, ... A 


c'esl-a-dire, en elFectuant la somraation par rapport a 

-VS -v! yVyV 

V IV 


2 


L'ensemble des tonnes de la serie a double entree envisagee, 
dont nous n'avons pas encore icnu compte, est forme par I’en- 
semble des termes de cette serie pour lesquels ;j. — v est an nombre 
negalif: il est identique a l'ensemble des termes de cette s^rie 
pour lesquels v — ;x est un nombre pos/tt/pair ; il est done repr^- 
sente par 





, /a ~ I, 3, 5, 



t*'est4-dir€ par 

x'?-yV-{q^T^ -T- q'-V-x' - . . . i = ^ /— * _ i 

(!«• '(11 ^ ^ ^ 



et Ton a finalement, en observant que le premier membre de I’ei- 
pression t.CVIIf) du n' 482 est egal ala difference entre la serie a 
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double entree en\isagee et celle que Ton en deduit en changeant 
X et j en ety“^, 







( 


I 


I 

I - yjpV 




IV, 




ce que Ton peut ecrire, en groupant convenablement les lermes. 


4” 


V sinv-Cr -r ?— sin [v-ntr — (v — 2 ) >nr] 
2d^ I — COS 2 7: V’ -r 7-*^ 


(vl 


V • 

— / SinVTTU’-r »’,l 
(v) 

2 |v! sinv-f t' — in — q'> sin [i ; — , sw -i- vzi’] 

^ l — iOi1T.W + ij-'i ’ 


I'indice v prend toutes les valeurs impaires positives. 

On a de m 4 me. en se placant au point de vue de la formule 
(CVII 3 ) du n° 482, 


£r|(o)Sf|((’ + iv) 


cotsv -r cotzip — 4 ^-“'sin'i/i-fv-T- «' i 

jmi ’ 

t/z} 

sin 2 /n:(p-r sin [( 2/1 — 2 ) r.v -t- 7.nrAv\ 

1 - 2 ^-" C 0 S 27 :P 4 - 


-t-4 


i'^9' 

\n) 


sin2mr(P4-<^p>) — sin [f2;z — 2iT:ty -^ 2 / 17 :^] 

1 — 2 ^-«C 0 S 27 :«P'-^^*» 


Findice n prend toutes les valeurs entieres positives, non nulles. 

Les expressions des premiers membres des seize formales 
(GVIIs^g) fournissent des developpemenls analogues. Tous ces 
developpements convergent quels que soient ^ et tr, et convergent 
tres rapidement. 


484. Nous avons oblenu, dans les numeros precedents, le de- 
veloppement de chacune des seize fonctions 


Srgfp-f-ty) 


(a, 3 = 1, 2 , 3,4) 
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SOUS trois formes differentes. Si, dans chacun de ces developpe- 
ments, on donne a Tune des variables p, (P des valeurs particu- 
lieres convenablement clioisies, on obtient des expressions tres 
remarquables pour les quotients des fonctions 2i, les inverses des 
fonctions S, les inverses de leurs carr^s, les inverses de leurs pro- 
duits deux a deux; c’est de ces developpements qiie nous allons 
dire quelques mots. 

Au moyen des developpements des quatre fonctions 


-h w) 


(a — I , ‘2, 3j 4 ) , 


on obtient aisement, en faisant tendre w vers o, les expressions 
des derivees logarithmiqiies de chacune des fonctions 


sous la forme deja obtenue au n° -469 et aussi sous d’aulres formes 
remarquables, Ainsi, en observant que Ton a 


;^i(o + tv) 

lim — con : p — cot it tv 

NSi(p) Si(tv) ^ 

( 2r;(o) 2ri(p) + (v2r;(v) ^ il i &;(p) 

les forraules concernant la fonction fournissent les trois 

3'i(p)2r,(tv) 

developpements 


2r'i(p) , <7“'* 

g|^ = cot^PH-42,-^sm2n7:P, 


= cotTTP-f- 4^ sin2 nr^v, 


(n,m) 

71 = 00 

= C0t7rpH-4^^; 

n=l 


. ,sill27irP — flr2/isin(2/l — 2)TrP , 

^ + 4 >. 2 — - sin 2 nw, 


I-— 2 ^271 COS 2 XP -H q’*' 




dont le premier nous est connu, dont le second est une conse- 
quence immediate du premier, mais dont le trolsieme est un 
developpement bien different qui converge beaucoup plus rapi- 
demenl que le premier. On obtient enfin un quatrleme develop- 
pement pour la meme fonction en faisant tendre p vers o dans la 
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formule (CVIIi) da 481 ; en remplaoant ensuite iv par on a 


1 

7t STi (P) 


tTTP -4- 4 sins'TCP ^ — 


■ 00527:^ 4 - g* 


II presente cette particularite que la serie quiy figure est loujours 
convergente, poarvu que p ne soil pas iin zero de Si (p), et con- 
serve la m^me valeur quand on y remplace q par tandls que 
le premier memLre n’a ancune signification quand la valeur ab- 
solue de q est superieure a i. Les developpeinents de cette nature 
figureront dans le Tableau des formules (CV). 


485. Les d6veloppements decellesdes seize fonclions 

oil Findice de au denominateur n’est pas egal a i, four- 

nissent chacuo, si Ton y fait w = o^ trois developpements des 
douze quotients 

(X = 1,2, 3, 4; Ft = 2, 3, 4); 


(X — 1 , 2, 3, 4 5 4) j 


on obtient aussi, pour cbaciin de ces douze quotients, un qua- 
trieme developpement en faisant p = o dans les developpements 

de celles des seize fonctions ~ \ ou Findice de Sfp) au de- 

nominateur n’est pas ^gal a i , et en remplaoant tv par r. ALinsi les 
formules qui se rapportent k la function fournissent 

les developpements 


X Sr;(o)5,(p) 
47: 2r4(o) S4(P) 


7) = 2d r -> ~ i g- smvTTP 


* 1 " V 

_ -v^ sinvTTP — sin(v — 2) TTP g^ 

jLk^ I — 2<7^C0S27:p I — 


I — 2 cos 27: P -l-gr2V 


2 q 2 

^ — s;* 

I — 272 rt-l cos 27: P 4- 


Les deux premiers developpements supposent | ^ [ < |(n® 481); 
le dernier est valable quel que soil v. 

On trouvera tous ces developpements dans le Tableau des for- 
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mules (CVIII) ; a cause des formiiles (XXXVI5), (XXXVTIi.j), 
(LXXIe_8), on en deduit imm^diatement ceux des fonctions sn, 
cn, dn, de leurs inverses et de leurs quotients mutuels. 


486 . Pour obtenir les d^veloppements de I’inverse de la fonc- 
tion (r)j il suffit de faire 

1 

tP = 

2 


dans les formules qiii se rapportent a la fonction 


on a ainsi 


J? 1 ( (^ H- ) 


I ^Uo) 


I 

SIQTIP 


4 2 ?'” 

n = l 


sin(27i — i)7tP — sinan-Ttr 
I — cOSTiP 4 - 


sin TIP 


■4 ^ sin (an — ni)7rp, 


ln,m) 


el un troisleme developpement a convergence tres rapide que 
nons laissons an lecteur le soln d’ecrire; on pent d’ailleurs Id 
substituer un autre plus simple et egalement tres convergent qui 
a ete donne par Jacobi. 

Observons d’abord qne, dans la derniere formule, on peut se 
contenterde faire parcourir a Tindice m tous les nombi'es impairs 
positifs, puisquele tableau it double entree desvaleurs que prend 
sin2(/i — 772^)7:^, quand on y remplace /i, par tous les entiers 
positifs, est form^ de termes mils ou egaux et de signes contraires : 
on a done 


1 pUO 

2 pi (a?) 




ou n est un entier positif quelconque et p un nombre positif im- 
pair, de sorte qne les exposants de x sont tons des nombres im- 
pairs. Groupons tous les termes de la s^rie a double entree pour 
lesquels I’exposant dea: est egal au m 4 me nombre impair positif v 
el ceux pour lesquels I’eiposanl de x est egal au nombre impair 
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negalif — v ; on aura imm^dlatenient 

^ 00 

1 Pill} = L_ ^ ^ r^(2r-l)(2r-H-vj — ^2/'(2r+vn 

2 Pi (a?) la 2 j 

(V) r=l 

!•= 00 

(V) r=:l 

r= 00 

= ^_Vr -+- 2 (2 - 2 

r=l (VJ (V) 

= ‘ Vy ar-l qrir+ 

x — x~^ ‘ \i — I — a 7 - 2 ^ 2 r^ 

r = l 

La serie qui figure dans la derniere egalite, muUipliee par jr — , 

se met sous la forme 

y" I)r-1 ..(r+i) - 

r=l 

en transformant le terme general an moyen de I’identile 

^ 2 r (^ 24 - ^- 2 _ 2 ) = (l — — ([ — a7‘^g2r) (x — a;-2^2r)^ 

et en remarquant que la somme de la s6rie 

r = 00 

2 (l — y-^.qHr-X) (i + ^Sr) 
r = l 

est egale a un, on voit qu’on pent ecrire encore 

1 Pl(0 ^ y / y_a grr(r-l3(i4,^2r)(x-gr2r)2 

2 pi(a7) x^xr'^Zdr (i — x'^q^^){\^x-^q'^^) 

r—\ 

II r^sulle de la que la fonction §r^ peut etre mise sous la forme 

I I , V' ^ / o 

" 5 -: ■ ( = h 4 > avsmvTTP (v = i, 3j 5, ...,oo), 

tt: 3rj(t;) sm-jtp ^ ^ i ; j ? yj 
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«v = 2 (— !)'■ ' 


ou encore sous les formes tres rapidement convergentes, quelqne 
soil t’, 

I 2r'(o) I .. + 

/. qjn TUP > 


TT^ifr) siriTTp 


■ 4 sin TUP 


2 cos 2 TIP -h 


SIOTTP^^ ^ I — 2^2rc0S27rP+ 


En changeant x enxs/q dans I’une des expressions pr^cedem- 
mentobtenues pour i on trouve de suite 

^ 2 pi(^) 


i Pl(il = Jy r-ry^r(r+i) [ g! 

a P 4 (^) I — ^ Li — X _a;r -2 

r=l 


ou, en reunissant les fractions qui ont pour denominateurs 




Plill =V 1:=! 


2 p4(ar) ^ ^ ^ 


(i — a?2 grS'-- J ) ( I — a^3 ^2 1- 1 j ’ 


formule qui equivaut a la suivanle : 

i_ ^ = y" (_ 

27: 5*4 (p) ^ ^ 1 — 2 C0S2 7:P ^2r-l ^4r-a 

rxzl 

En changeant r en p + J, on a imm^diatement les formules 
analogues pour les inverses des fonclions 32(^') et 2»3 (p). On les 
trouvera dans le Tableau (GIX), 


487. Si, dans les formules qui concernent ou — L-; 

^ pi(^) 2ri(p) 

. pi(xy) 2ri(p -4- tp) , , , 

^ change tv en — tv, qu’on prenne les 



DfiVELOPPEMEIfTS m SERIES TRIGONOM^TRIQUES. 187 

derivees par rapport a p, puis que Fon fasse il vient, d'une 

part, 


P?(0 ^ 4 




X-^n+2 - 

I — ’ 


yf ( 0 ) _ TT- V ^ 071 CQS (an —i) TTP — 7 ^^ cos 2 / 1 ::^^ 

3'J(pJ sinS-Tit^ ^ ^ I — 2 5'2rt- cos 2 ::p - h ^ 

nzzl 

^ = ii^ - 2 

{n,m) 

et, d’antre part, 

72 = 00 2 /7 — 1 

p?(i) V / s ^ r a?2»-! /r-2n+2 1 

pKa:) “ ‘)3' [i_a.-3j2«-i ' ,_a; 252 n-ij’ 


72 = 1 

72= 00 


5?(0) ^ -— 0032(72-1) ,;(.-g2«-lcos2«,;0 

3’?(t>) ■* I — 2Cr*'*-‘ C0S27 :p - i- o‘n-2 


1(0 
S?(o) 


=4it2^vg'2 cos(v-ii)i:(2 = 2KS^(n4-v)g’2cos(v-n)7:p 


{ii.vi 


ltl.V) 


En changeanl dans ces formulas x en ix, en -t- 1) on a im- 
mediatement les formules analogues pour les inverses des fonc- 
tions p^(^)5 ^2(p) et p3(a:), On les Irouvera aussi dans le 

Tableau (CIX)‘ 


488. Ces divers developpemenls, au moyen des formules de 
passage, enengendrentd’autres relatifs a la fonclion r^duite X («) 
du n“ 371, 


cJU(w) = 


(S’UijUQ 


1 &|(o)3ri(p + w) 

20)1 2ri(p)2ri((p) 


oil aux expressions analogues, ou les fonctions o' sont rempla- 
cees par des cofonctions. Comme pour toute fonction de seconde 
espece, dont Fun des raultiplicateiirs esti, la fonction X(m) pent 
servir d’elenaent simple, on a done aussi des developpemenls en 
serie trigonometrique pour toute fonction reduite de seconde 
espece. 
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Nous n’ecrirons que les deux suivants, concernant 

n=x sin — (nu-h Uq) ~~ sm 

, , T. f TAl r2/o\ 2 t:V *)., 

= cot hcot ) -i y,q^ ■’ 

^ 2Wi\ 2tt)i ‘20)1/ 

n=\ 


I — 2J2 /z cOS-^ 
^ 0)1 


,1a ( u) = — ( cot ~ -f- 


'iWj 


2tOl 


cot — 4- — sin — (nu-h muo ) ; 

2Wi/ 0)^ ^ ^ 0)1 


ils sont valables, le premier ponrvu que la partie r^elle de 
soil comprise entre la partie reelle de ~ et celle de — le 

^ ^ tOji OJlJ 

second pourvu que les parties reelles de — . et de — . soient cha- 
ir '1 r 

cune comprise entre ces deux memes limites. 


III. — D6veloppemeiits des quantit^s ^oa, A', K, E, . . . 
en series en q. 


489. Les developpements des fonctions doublement pdrio- 
Jiques, de premiere et de seconde esp^ce, en series trigonom^- 
triques, engendrent un grand nombre de developpements en serie 
pour les constantes que Ton a introduites successivement dans la 
th^orie des fonctions elliptiques; dans ces series, c’est 
qui est I’^emeni; c’est pourquoi nous lesappellerons series encj. 
Nous n’en citerons que quelques-unes. 

Les developpements (CVI3) de pu et de + tOa) fournlssent 
des series en q pour e,, e,*, et 71 ,. En egalant les termes inde- 
pendants de M on a, en efFet, 


(CX 3 ) 



r=:*e 

I ti :2 27:2 ^ pq^.r 

12 0)f 0)2 2d I— 

r=l 


/•=!» 



r=:flo 



63 =- 


2i 

tui 


7 « 

27:2 rq^ 

o>5 

r=l 
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Les trois dernieres de ces Equations sont identiques aux rela- 
tions (XVII2), comme il est ais^ de s’en assurer. La premiere 
donne */), ; en la retranchant des trois dernieres on a 

r— CO 

7 r 2 4 '!^^ — 0 

6coJ tof T — ’ 

7'=1 

_^L _ /-ry 

Oil ^ . i)r^r' 

7’=1 
7’= ao 

Tz- ^ 2-^2 rq^ 

120)} wf ^ 1 '■hq^ 

r=l 

Si, dans les developpements (GVI3), on compare les coefficients 
des m^mes puissances de?^, on obtientune suite de series en q pour 
^0, og et divers polynomes formes au moyen de ei, Co, 63, ^>5 gz- 

490 . Les developpements (CVIII3) de I’on a donnes 

ail n® 48 S, engendrent des series en q pour ^K.^. Si, dans ces de- 
veloppements, on fait p = 0 apres avoir pris les derivees par rapport 
a p, et si Ton tient compte des foi*mules (XXXVI5), (XXXVII^), 
(LXXI3), on obtient, en effet, les relations 



lKs=i&|(o)Si(o) = 29'" 


L+f ?-~.L = y vgT 


=2(— 


-v« V -4- — vq- 

I (r-9v)2 


ou V = I, 3 , 5 , 7, . . . , X. 

Les m^mes developpements engendrent aussi des series 

en q pour A'K, \/AK, et pour la quantity K elle-m^me. Si Ton y 
fait p = j par exemple, on a 


A K = i Si(o) = 2 (-.)-■ ^ =i‘ 

72=1 n=l 




2 iv«i-h9*v 

( " ? i_gf2v' 
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Si I’OQ fait t’ = dans la derni^re des series cities, qui resle 

‘2 

con\ergpnte pour cetle valeur de r, on trouve, apres ime trans- 
formation facile, 

1 K = i &^(o)= i 4- 2^ 71 ^ = J 


Si I’on fait enfin r = 7j et si Ton observe cjue les formiiles 

4 

(XXXIYe) fournissent, pour la relation 


on trouve 


n = “ dL-l P 


(Spl-DV (2{JL + llV 
-f 4 ^ 4 


n — i I ^ 2 {ji,v) 


491 . Des developpements (CVIII) des autres quotients mutuels 
de Sr2(<0> ^4(^) deduit de meme, en j faisant 

r = o, 7? 7’ de nouvelles series en q pour K, A"R, 

li 2 2 T i4 

y/A"K, ainsi que des series en q pour A'^K, y/A^R. 

Ceux des developpements obtenus qui concernent R nous four- 
nissent aussi des expressions en q pour Z'(o) et, par suite, pour E. 
En effet, le d^veloppement (CV5) de Z(j;) fournit, pour Z'(o), 
Texpression en q^ 

r=« 

, 2w 2 V rg"’ 

z<«) = -KrZ7=^'’ 


d'ou, en tenant compte de la formule (011^), I’expression en q 


E = K- 


2 TT^ ^ rq^ 

M I — ‘ 


492 . Les developpements ((ilX) des inverses des fonctions 
&2(o), 2^3(0), 2?4 (o) fournissent des series en q pour y/A:^R, 
y/^y/A*'R, \/AK. En faisant = o dans le developpement de 
par exemple, et en r^duisant au moyen des memes rela- 
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lions (XXXVI) el (XXXVII) que plus haul, on a 





r=l 





Ce n’est pas le meme developpement qu’au n° 490. 

Les developpements (CIX) des inverses des carres des fonc- 
tions 3o (p), 2 r 3 (p), 2 r 4 (t’) foiirnissent aussi, en donnant a p des 
valeurs particulieres, des series en q pour les quantiles A^R-, 
A^K-, A^Ar'R-, elplusienrs de ces series se presentent sous une 
forme differente de celles que nous avons obtenues au n° 490 pour 
les m^mes expressions. 

On trouvera tons ces developpements au Tableau (GX) a la fin 
de I’Ouvrage. Le lecteur les rapprocbera naturellement, non seu- 
lement les uns des autres, mais aussi des developpements en q 
deja obtenus dans le Tome II de cet Ouvrage el, en particulierj 
de ceux qui sont contenus dans les formules XXXVl et XXXVII 5 
on obtient ainsi de norabreuses identites. 
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CHAPITRE VI. 

INTEGRALES DES FONGTIONS DOUBLEMENT PERIODIQUES. 


I. — Integrales rectilignes le long dW segment joignant 
deux points congrus, modulis awi, 20)3. 


493. Avant d’aborder le probleme general de I’lntegration 
d’line fonction doublement p^riodique a periodes 2o)^, acos, le 
long d’lin chemin arbitrairement fixe, il convient d’etudier le cas 
parliculier ou I’integrale est rectiligne, ou le chemin d’int^ra- 
tion ne passe par aucun p 61 e de la fonction et ou les denx limites 
d’integration sont representees par des points dont les affixes 
sont congrus suivant le systeme de modules acaj, 20)3. Nous 
indiquerons qn’une integrale est rectiligne en meltant un accent 
a gauche du signe d’int%ration (^). 

Soient t et la partie reelle et le coefficient de i dans Pex- 
pression de 'r, z — t + On sail (n‘^ 466 ) que log 2 ^^((J) est 
une fonction holomorphe de r dans la region du plan de la va- 
riable limilee par les paralleles a I’axe des quantiles reelles 
menees a la distance de cet axe ^gale a region dans laquelle 
Taxe des quantiles reelles joue le role de coupure, sauf entre les 
points o et i * II en resulte que si Pq represente Taffixe d’un point 
interieur a cette region et non situ 6 sur Paxe des quantiles reelles, 
on pent evaluer, sans aucune ambiguity, la valeur de Pintegrale 







(*) C'est la notation adoptee par M. Schwarz : Formules^ eic,^ p. 3i. 
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On a VLi, en effet, que peut alors ^Lre regarde comme 

la somme de la fonction 1s(p) et d’une serie trigonometrique qui, 
elle, definit line fonction holoniorphe a I’interieur de la region 
envisagee, reprenant la m^me valeur pour Pq pour t^o + i ; on 
en conclut que la valeur de Tintegrale envisagee est egale a 
Is ((^ 0 + i) — ls(t^o)j c’est-a-dire, ainsi qu’il resulte de la definition 
de la fonction Is, a — rU quand le coefficient de i dans Tq est po- 
sitif, a-l-Tui quand ce coefficient est negatif. 


494. II est aise d’eri dMuire la valeur de la menie integrale rec^ 
tiligne pour une valeur quelconque de == ^ + [St, sous la con- 
dition que j3 ne soit pas enlier. Observons tout d’abord que le 
resultat doit etre independant de a, car si I’on d^signe par a un 
n ombre r^el, on aura 


/ = j j ^ / ’ 

or les deux integrales 


J j 


sont egales, comme on le voit en changeant la variable d’integra- 
tion en -f I ; on a done 




II nous suffira, pour ce qui suit, de supposer que a ne soit pas 
un nombre entier, et le resultat sera done independant de cette 
supposition. 


49S. Soient m et n les nombres entiers determines par les con- 
ditions 

posons en outre 

P = Wo = a-{- 


et considerons I’integrale 


J 


d9 
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etendiie au parallelogramme dont les cotes sont 

^’o* Deu:s: cotes de ce parallelogramme sont parallMes a 
Taxe des quantites reelleSj les deux autres sont parall^Ies a la di- 
rection qui va du point o au point t; en le parcourant dans le sens 
qu’indique I’ordre de succession des sommets, on voit qu'on le 
decrit dans le sens direct on dans le sens inverse, suivant que n 
est positif ou negatif; les zeros de la fonction contenus a 

Tmterieur de ce parallelogramme sont d’aillenrs les points 

dans le premier cas, les points 

771-1-1 — 'ij 7714-1 — 2'r, 771 4- 1 + (ti 4- i)t: 


dans le second; leur nombre est toujours egalaj/zl; chacund’eux 
est un p61e de la fonction , dont le residu est i ; Fintegrale 

consideree est done egale a ± 2 [ n | Ttf, suivant que Ton a marche 
dans le sens direct ou dans le sens inverse : elle est, dans lous 


les caSj egale a ‘mrd, Elle pent d’ailleurs lire regardee comme 
la sorame algebrique des integrales 


j ’ 


mais la seconde et la quatrieme de ces integrales sont manifeste- 
ment ^gales ; on a done 





= 2n%i] 


et, par consequent, comme est dans la region etudi^e au n° 493 
et que, le coefficient de i dans etant positif, la premiere inte- 
grale est done 6gale a — izi, on a 


(GXVIIi) 


4. 


dv = —(2n-hi)TzL 


496. II est aise d en deduire la valeur de Fintegrale rectiligne 


I 




61 ^ 


di?, 
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ou maintenant il est necessaire de supposer qiie a n’est pas un 
nombre entier. 

L’egalitd 





^ 2 2 7: P ^ f P 1 'T) 




1 “ - ' 



-V 


qui se deduit immediatement de la formiile (XLIII 5 ) donne, en 
effet, 


1 






dv — 'TC i ( *2 Pq -j- t ) 



et, ea changeant la variable d’int^gration ^ en V'V, ce qui n’altere 
pas le caractere rectiligne de rint^ration, 





on a d’ailleurs 


<^0 





et, par consequent, en appliquant le resultat precedemment ob- 
tenn, 


(GXVIIi) 


'f 




dv. 


■ 7:j(2t'o-i- ") -i- + 


497. Si main tenant on se reporte k la formule (XXXni 7 ) 

rzf = 4- -L. 

^ Oil * 

oil = et si I’on remarque que, Tun des deux points w, p 
decrivant une droite, il en est de meme de Tautre, on obtiendra 
immediatement les consequences suivantes : 

Si Ton pose, en designant par a, ^ des nombres r^els, 


T. et M. - IlL 


Uq = 2att)i-l-2pt03, 


10 
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et si Ton designe par m et n des nombres entiers determines p£ 
les conditions 

«^ < a < I , n C ^ i j 


(GXVII 2 ) 


/ du=^‘iy\i{uQ~\- — — i)^i^ 

/ ^li du — ir^^{UQ + ii^z) -7- {^T)i -i- \ ')t: L 

*Jiu 


Pour la premiere inlegrale, on suppose seulement que p n’est pa 
entier, pour la seconde que a n’est pas eatier. 

498. Soient 7 ’, s deux nombres entiers premiers entre eux 
Adjoignons-Ieur deux autres entiers s' tels que Ton ait 

rs'— r'5 == I, 

et posons (XIX, XX) 

Si =: r tOi -J - 5 ti>3, Hi = r r|i-r-5 r,j, 

^3 = r'wi-f-5'cu3, H 3 = r'7)i-f-^'rj3. 

AppHquons les resultats precedents a la fonction 

?(wlsii,n3) = 

nous aurons, en supposant toujours Pintegrale rectiligne, 

/ H^u du = Q.Ei(uo-h Sli) - (2^ 


le nombre entier N est determine par les conditions 


puisque Pon a 


N< — a 5 <N-Hi, 


i£o= aPo)3 = 2(a/— 2(Pr — 

On peut done ecrire, en supposant r, s premiers entre eux, 


'/*»o+2rWi-h2s£05 


^ u du — 2 ( n^i ( 2 ^ 0 7*tDi H- 5 CO 3 ) — (aN -+- i)tc Z, 


Eq observant que la valeur de N ne change pas quand on rem- 
place a par a+r et ^ par p+s, et en remplagant successivemenl 
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dans cette formule par 2 ^a)^ -f- 2 5(03 , z^oH- 4 -i- ^ ^ 

zzo+2(v — i)(/’ (1)1+5(03) et ajoutant, on trouve 


Iio + 2 V{r£Oi 4-5 0)3) 


(GXVlIo) / ?tt6?M = 2v(rTii4-srj3)(zzo-i-z’V(Di+sva)3)— v(2N+l) 

+0 

et, par consequent, dans les m^mes conditions 




/ 


2 ri(pj 


V-l} 2 N 4 -l-f- 5 [ 2 Pg-rV(r-r 5 T)] j. 


En resumej on a le mojen d’obtenir tontes les integrales recli- 
lignes de la forme 


' -«o+2r6i)iT'2A’W3 


/ 


^ IL du^ 



+ /’+fT 


y.iv') 




on r et 5 sont des entiers quelconqnes. Disons encore une fois 
que le segment de drolte qui va de Uq a Mo + 2ra)t4- ^^503 ne 
doit contenir aucun p 61 e de ^u. 

En prenant dans I’avant-derni^re egalite 7’ = 5= — ij on ob- 
tient 


on [Ji est un entier determine par la condition 
[x<a— 3 <(x + i, 

et qui est dvidemment egal a m — « ou a /n — n — i . 


499. Les resultats qui precedent permettent evidemment d’ob- 
tenir les integrals rectilignes de la forme 

I +2^0)3 

I (D{u)du, 

oil (p(m) est une fonction doublement periodique a periodes 2(0<, 
2(03 ^ sonl des entiers quelconques. 

Si, en elfet, on decompose la fonction (^( m) en elements simples, 
on obtient une somme de termes de la forme 


d^l^(u — a) 
duP' 
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multiplies par des constanles. Les terjues de la premiere sorte 
s’integrent immediatement; la parlie qu’ils fournissent, dans Fd- 
valualion de Fintegrale envisagee, ne depend qae des limites et 
nullement du chemin d’integration, puisque la fonction X^{ii — a) 
estunivoque ainsi que ses derivees; pour chaque pole a, cette 
partie esL nulle si n est plus grand que i et egale a 2r7l^ + 
si n est egal a i. Les termes de la seconde sorte peuvent elre eva^ 
lues par ce qui precede : en posant U\ = Uq — on a 




— a 



rtdi + 25(03 


^ u du. 


§00. Sij par exemple, on prend pour cp(i^) la fonction 


?( ^0 = 


1 

2 


^u^-p~a 


t,{u — 


oil a est une constante qu’on peut supposer mise sous la forme 
2a^co^ -h 2 ^^0)3, a'j etant des nombres reels, on aura, en ddsi- 
gnant par r, $ des nombres premiers entre eux, 


/ 


lto+2trCDj-+-5(0j) 


o[u)du'=z — 2(rr^i-i- 5 Tj 3) a 

-r- 2( rO)i 4- StOs) 2(x — n') 'll J, 


ou N et n' sont des entiers determines sans ambiguitd par les con- 
ditions 

N< pr — a5< N-Hi, 

n'< ( ^ — P') r — (a — a') 5 < n'-h I ; 

le cas oil Fun des nombres — olSj ([J — - — (a — oJ)s se- 

rait entier doit dtre exclu. 


II. — Integration le long d’un citemin quelconque. 

Cas general. 

§ 01 . Lorsque Fon a ii intdgrer une function doublement pe- 
riodique o{ii) a pdriodes 2ci)i, 20)3 le long d’un chemin ddter- 
miad(C)5 allant d’un point a un point ilfaut d’abord, pour 
que la question ait un sens, que le chemin d’intdgration ne passe 
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par aiicun p6le de o(«). Cette condition etant verifiee; la marche 
generate consiste k decomposer la fonction o[u) en elements 
simples; o[u) esl alors ime somme de termes de la forme 


ii — «) 
dii'^ 


%{iL—.a) 


multiplies par des constantes. Les lermes dela premiere sorte s'in- 
tegrent immediatement, et la partie qu’ils fournissent dans reva- 
luation de Tinlegrale envisagee ne depend que des limiles 
et Uij et nullement dn chemin d’integration. Quant aux termes 
de la forme — a) ^ on les integre en partant de ce que Ton a 




dlo^ :f( u — a) ^ 
du ’ 


ils introdiiisent par integration des termes de la forme 
log3'(z/i— aj ~ logc'(z^o— «)• 

La valeur de cette difference n’est d^terminee, pour des valeurs 
donnees de u^y qu’a im multiple pres de aiTr, et ce multiple 
depend essentiellement du chemin (C). 

G’est la determination de ce multiple d’apres la nature du che- 
min (C) ou, si I’on veut, le choix des determinations des loga- 
rithmes qui est I’objet de ce paragraphe. 

S02. La question ne se pose pas quand les invariants ^ 2 j is de 
la fonction du sont reels, que le p61e a est reel et que le chemin 
d’integration est Taxe des qiiantites reelles. On ne pent alors sup- 
poser que Taxe des quantiles reelles contienne entre Uo et Ui un 
zero de la fonction d[u — a)j qui serait un pole de la fonction 
o(z^); ii en resiilte que les deux quantitds d{uo — a), d(ui — a) 
sont de m^me signe, et la partie de Pint^grale qui provient du 
terme — a) est alors 

(CXVIW = 

oil la quantity dont on doit prendre le logarithme est positive et 
oil le logarithme a sa determination reelle. 

La question ne se pose pas non plus lorsque les invariants ^tant 
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toujours reels, le diemln d’integration est nne portion de I’axe 
des quantiles purement imaglnaires, et que le pole estun point 
situe sur cet axe. Les relations d’homogdneite (VIII) donnent, en 
effetj les formules 

gu g%)- gt, —gz), 

^2, ^3) = ^2, “^3), 

V{iu\ ^2, ^3) = “ P fw; ^2, --^3); 

mais si Ton considfere un pdle d’affixe ia^ et le chemin d’integration 
rectiligne qui va du point iu^ au point iiL\^ a, etant r^els, 

on ne peut supposer que ce chemin contienne un zero de la fonc- 
tion d[^i{u — a)] ^3]; it en resulte que la fonction reelle 

d^u — a] g2: — g 3) conserve le meme signe qiiaad it varie de 
k ii* Dans ces conditions on aura 


(.CXVII5) 



u — a)\ g%, gild {ill) 



u — a] g.2, —gi)du=^\o^ 


gi, —g{) 

gti —gi)' 


en conservant an logarithme sa signification reelle. 


o 03 . Mais le probleme pose ne peut etre evite en general. II 
est clair toutefois qu’il suffit de le resoudre pour la fonction 'Qu, 
puisque, en designant par (C) un chemin quelconque et par (C) 
ce que devient ce chemin (C) quand on liii fait subir line transla- 
tion egale au segment de droite qui va du point o au point — a, 
on a 

j t^{u — a)du= I 

(C) *>'(€') 

II est clair aussi, en vertu de la formule (VI3), que si Ton sail 
efFectuer Fintegration pour un chemin (O), on saura I’efFectuer 
pour tout chemin (C) qui se d^duit de (O) par une translation 
egale au segment qui va du point 0 au point 2 ro)i + 2S(0sj en de- 
signant par r et 5 des entiers, En supposant, par exemple, que le 
chemin (O) soil dans une region ou logo’w ait defini comme 
une fonction holomorphe, si Fon fait se correspondre les points u 
el id par la formule 

u = arouiH- 250 ) 3 , 
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on aura, en designant par u\ les points qui correspondent 
a 0 ^ 


(Gxvi[fi) r 


— logcfUQ -T- (2rrii-i- 2sri3) (ii[— 


Or, si I’on considere les paralleles a la direction qui va du point o 
au point co^, menees par les points d’affixe ( 2/2 + i)coi, ou n de- 
signe un entier positif on n 6 gatif, ces paralleles separerontle plan 
en bandes, dont chacune pourra, par des translations du genre de 
celles qiie I’on vient de definir, etre amenee sur telle bande que 
I’on voudra, par exemple sur la bande (Bo) qui contientle point o, 
et dans laquelle logs’u est defini (n® 470) corame une fonction 
holomorphe, sauf toutefois sur la coupure que comporte cette 
bande. Or le cheniin d’inlegration, quel qu’il soit, se compose de 
parties dont cbacune appartienl a une seule bande et pent ainsi 
^tre ramenee, par translation, a etre situee dans (Bo)* On pourra 
done se borner a considerer des chemins d’int^gration situes 
dans (Bo). 

La meme reduction s’effectue encore en appliquant le tbeoreme 
de Cauchj (n^^ 3S2) : on pent, en efFet, substituer au cbemin (C) 
un chemin (O) ayant les m^mes extremity, tel qu’on puisse de- 
former le chemin (C) pour I’amener sur le cbemin (C) sans passer 
par aucun p61e de Le m 6 me tbeoreme permet m^me de sup- 
poser qu’un ou plusieurs poles de se trouyent a I’interieur de 
I’aire limitee par les chemins (C) et (O') pourvu qu’on en tienne 
compte. Si le cbemin (C)vade Uq a Ui on determinera dans (Bq) 
deux points Uq, u\ respectivement congrus a U\ modulis 
2 0 ) 3 , et I’on substiluera au chemin (C) le chemin (C^) compose du 
cbemin rectiligne qui va de a d’un cbemin quelconque situe 
dans (Bo) allant de a w', et enfin du chemin rectiligne allant 
de iL^ a Les int%rales rectilignes s’obtiendront par la for- 
mule (GXyil 2 ) et il ne reslera plus qu’a effecluer rintegration le 
long du cbemin situe dans (Bp). II va de soi qu’aucun p61e de 
ne doit se trouver sur le cbemin (C^). II ne faudra pas oiiblier de 
lenir compte des p 6 les contenus entre (C) et (O). 


S04. Quant a Tint^gration le long du cbemin situe dans (Bq), 
on pourra se servir, pour I’effectuerj de la definition de Io^^jU 
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(Jonnee au n‘"470et de la serie trigonometrique. Mals il faudra 
faire attention ala coupure ; on poiirra toiijours I’eviter en appli- 
quant convenablement le dernier procMe; sinon, on devra mor- 
celer le chemin en parties qui ne la traversent pas et elFectuer 
I’integration le long de chaque partie de chemin, en se rappelant 
que les valeurs de log^u ne sont pas les m^mes siir les deux bords. 
Nous auroris Poccasion d’appliquer cette remax'qiie dans le pro- 
chain paragraph e. 


oOo. Rappelons enfin la formule, deja utilis^e au n° 497, 


(GXVII,) 


/■ 


l^udu = ( u\ - 




-fl 


\{V) 
2ri(p) 




u est egale a p et les chemins d’integration se correspondent; 
ils sont semblables(et m^me homothetiques quand 2 ( 0 i estr^el); 
le centre de similitude (ou d’homothetie) est le point o. Cette for- 
mule montre qu’il suffit de trailer le probleme qui nous occupe 

dans le cas ou le signe j * porte sur la quantite 

Quand on se donne la valeurde p, la valeur de^^(p)estdonn^e 
par une serie tr^s convergente, de sorte que I’on pent aisement 
calculer la valeur de logS^(p) avec une tres grande approxima- 
tion, sauf toutefois un multiple de ' 2 Tu, qui est entierement in- 
connu. Pour determiner ce multiple, il suffit de calculer directe- 


ment logS*^ (p) au mojen des formules (CVR , CVo), avec une erreui 
moindre que tc en valeur absolue, done, avec une approximation 
assez grossiere. Afin de savoir combien de termes il faut prendre 
dans le developpement de log^i (p), donne par la formule (CV 2 ), 
pour avoir la valeur de ce logaritlime avec une erreur moindre 
que 7u en valeur absolue, nous allons evaluer une limite superieure 
de la valeur absolue de la somme 


K 


”-2wT 




(2 sin7'7:t^)2, 


ou Ton suppose a + j ^ ^ • 
On a 


2 7 sin /-TCP = 
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et, par suite, h designant la valeur absolue de q, 

r r 

I 2 sinmp I < A'- A 

la derniere inegalite resultant de ce que la fonction de 

la variable positive x grandit lorsque^ diminue et de ce que, si ^ 

7 ' 

est positif, Ii^ est plus petit que /rf. On aura done 


9 


2r 




(asinrsp)^ 


< 


h'-’- 

r(i-h^-') 



Le second membre de cette indgalite pent d’ailleurs s’ecrire, en 
supposant r^n, 

h''{i + h’’) ^ !-<-/!» h’' 
r(i — h’’) ~ I — A'* r 


On en deduit, pour n = 






et, pour i, 


, I T- A« /. I k A® 


iriV 

71 — I / 


Les seconds membres vonl manifestement en grandissant avec h. 

On trouve que est plus petit que :: pour h =o, 5 q. 

Si h est inf^rieur a cette limlte, le calcul de la somme de la serie 
qui figure dans la formule (CV^) est inutile; or, on verra que dans 
les applications les calculs peuvent 6tre dirig^s de fagon que h 
reste tres au-dessous de cette limite. 

Pour h egal ou inferieur a 0,78 on trouve, de m^me, | Rg | <7: 
en sorte que, dans ce cas, il suffirait de calculer un terme de la 
sdrie (CVo). 

On volt done comment I’inddtermination pourra toujours toe 
facilement levde. 

II est bien clair que le mime proedde s’applique aussi bien aux 
expressions de logc'a(M) ou de log 3(^.1 (f), donndes par les for- 
mules (CVI„ CVa). 
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III. — Seconde methode ne convenant qu’au cas normal. 

S06. Nous allons resoudre le meme probleme qiie dans le pa- 
ragraphe precedent, en suivant nne methode toute differenle, qui 
nous fournira des renseignements interessants et utiles, concer- 
nant la fonction 2ri(p), mais qui ne convient qu’au cas ou ^ est 
un nombre reel et positif. 

Nous etablirons d’abord la proposition suivante ( ‘ ) : 

En supposant qiie soit reel et positif, la partie reelle et le 
coefficient de z, dans la fonction S^(a+ oua, ^designent 
des variables rdelles dontles valeurs absolues sont inferieures on 
egales a ^7 sont respectivement da meme signe que a et p. 

Nous designerons le point (p) comme l^image du point p ; si 
ce point p decrit une figure (F), le point ^{{^) decrira une fi- 
gure (F') qui sera I’image de la figure (F). On sait que dans ce 
mode de correspondance (representation conforme) les angles se 
conservent. 

Nous allons determiner les images Rg, R', des quatre 

rectangles R^, Ro, R3, R, dont les sommels successifs ont respec- 
tivement pour affixes 



II suffit de faire cette etude pour le rectangle R,, car si Ton 
po^se, en general, 

ou A et B designent des nombres reels, on aura 

Pv) = A — Bz, 

Sli a Pt) = — A — Bz, 2ri( — a pi:) = — A -t- Bz, 

puisque, d’une part, la fonction prend des valeurs imagi- 
naires conjuguees pour des valeurs imaginaires conjugates de p 

( ') Voye:; Schwarz, Fornmks, etc., ii« 51. 
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et que, d’autre part, cette fonction est impaire. Par consequent, 
R' et Rg seront sym^triques par rapport a I’axe des quantiles pu- 
rement imaginaires ; R' et R^ seront sjmetriques par rapport an 
point o; R' et R'^ seront sjmetriques par rapport a I’axe des 
quantites r^elles. 

307. Tout revient done a etudier Timage R, du rectangle R^. 
Snpposons que le point ^ d^crive ce rectangle dans le sens direct 
en partant du point o. Quand croit par valeurs reelles de o a - , 
la fonction (p) est r^elle et croit depuis o jusqu’a 

ainsiqu’il res like dun° 173 et des formulas (XXXIV 4 ), (XXXVR); 
le point 2 ii(p) decrit done le segment de droite qui va (^) du 

point 0 au point Snpposons, maintenant, que le point p 


Fig. I. 


-J-t'Z 

2 

T i*Z 

2 2 


(Ra) 

(RJ 



_ j 

0 

jL 


^ (Rj) 

fRU 

2 



T i' 

• z 


2 

1 2 2 



( ^) Sur la figure, on a suppos6 gr = 0,8 et Vimage est r^duite au quart des di- 
mensions reelles qu'elle devrait avoir par rapport k celles des rectangles R,, 
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supposant que la variable reelle a croisse de o a i; + 

est alors egal a : c’est une quantile reelle, positive et 

croissante avec a, ainsi qu’il I'esulte immediatement de la for- 
mule (XXXIL) qui montre que la fonction ou est une 

variable positive, est une somme de termes positifs qui croissent 

tous avec lors done que a croit de o a i, la fonction 
croit en restant reelle et positive de 212 ( 0 ) a 



5*3(0) 


en sorte que, lorsque le point p decrit le second cote dii rectangle, 
son image decrit le segment de I’axe des qiiantit^s r^elles qui va 


du point 


au point 



Tandis que le point decrit les deux premiers c6tes du rec- 


tangle qui se r^unissent a angle droit au point -? son image 


decrit deux portions de droite qui sont dans le prolongement 
I’une de I’autre. Cette contradiction apparente avec le principe de 


la conservation des angles tient a ce que, au point la deriv^e de 

la fonction (p) est nulle (XXXVo). 

Supposons, malntenant, que le point p decrive le troisieme 

cote du rectangle, qui va du point au point on fera 

^ et Ton fera croxtre la variable reelle a de o a i: on 
2 ^ ’ 

aura alors 


/7ca 

2 


Lorsque a croit de 0 a i, la fonction est reelle, positive 


et decroit (n® 175) depuis la valeur ^z{o) — qoql jusqu’a la va- 
leur = q^q\\ d’ailleurs, la valeur absolue de ^^(p) est 

q ^ % (^0 ; son argument est le point 2r, (p) decrit done, dans 


les m^mes conditions, une portion de courbe representde en 
coordonn^es polaires p, co, quand on prend Torigine pour p61e et 
Taxe des quantiles reelles positives pour direction positive de 
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I’axe polaire, par I’^quation 


P = 



1 5 




dans laquelle on devra faire varier w de o a - • Cette courbe relle 

2 

le point j, situe sur I’axe des quantiles reelles, au point 

S, situ^ sur la partie sup^rieure de I’axe des quantiles pure- 

ment imaginaires; ie rayon vecteur qui \a du point o a un point 
de la courbe decroit 4 mesure qu’il tourne dans le sens positif ('). 
Supposons, enfio, que le point v decrive le quatrieme cote du 

rectangle qui va du point ^ au point o. La fonction Sr, (p) estpu- 
rement imaginaire; le point Sr,(p) ira done, en restant sur I’axe 
des quantiles purement imaginaires, du point Sr, au point o: 
du reste, il est bien aise de voir, en raisonnant comme au n“ 17S. 
que le coefficient de i dans 2r, (p), quand j croit, par valeurs po- 
sitives, de 0 a A) est positif et croissant (-). 


(’) Cette courbe peut, snivant les cas, presenter ou non, nn point d’inflexion. 
(’) Reprenons les notations du n“ 175 et posons 


o = w, /(«.) = ^2r,(w). /'(tv) = &',(«v). 

On deduira de I’dgalitd (XXXIII,) la suirante : 

la fonction reelle est egalc i oo pour (v — o; elle est croissante 

quand w croit par valeurs positives jusqu’i la valeur w = = -1. qui annule 

2(0, i 21 ^ 

sa d^riv^e; pour cette valeur de w le second menibre est egal ^ 

quantity negative (XXX3) ; lors done que fv croit de 0 . par valeurs positives, 

la fonction d^croissante 

/(tv) 

d^abord positive, se reduit, pour = ^ comme il r^sulte de la formula 



CALCUL INTEGRAL. 


l58 

Eq vertu da principe de la conservation des angles, la ligne 
courbe, image du troisieme cote du rectangle Ri, rencontre a 
angle droit les axes des quantites reelles et des quantiles pure- 
ment imaginaires sur lesquels sont situ^es les images des second 
el quatrieme c6tes de ce rectangle. 

En resume, quand le point c' decrit le rectangle R dans le sens 
direct, en partant da point o, son image decrit, aussi dans le sens 
direct, le contour R^ d’une aire llmitee par le segment de Taxe des 

quantites positives qui va du point o au point 
passant par le point ^ par une portion de courbe qui re- 
joint le point {~y enfin, par le segment 

de Taxe des quantites purement imaginaires qui va de ce dernier 
point au point o. 

508. Nous aliens montrer que Faire (Ri), Hmitee par le rec- 
tangle R<, a pour image Faire (R'J, limitee par le contour R^. 
A chaque point situe a Finterieur de Rj correspond evidemment 
un point et un seul situe a Finterieur de R'^ . Inversement a chaque 
point a. situe a Finterieur de R^, correspond un point et un seul ^ 
situe a Finterieur de R^ ; en d’autres termes, Fequation en p 

(p) — = o 

admet une seule racine figuree par un point a Finterieur du rec- 
tangle Ri. On sail, en effet, que si une fonction est holo- 
morphe aFinterieur d’un con tour (G), le nombre de zdros de 
contenus a Finterieur de ce contour (C) est egal au quotient par 
de Fintegrale de la fonction dlogf{i^)^ prise le long de (C) 
dans le sens direct, ou, ce qui revient au meme, au quotient par 
•ATz de la quantity dont s’augmente Fargument de f{^), quand r 
decrit le contour (G) dans le sens direct. Mais, lorsque le point ^ 
decrit le contour R^ dans le sens direct, le point 2ri(p) decrit 


(XXXVJ; elle est done toujours positive. Dans ce m^me intervalle la fonction 

/(tv) ne s’anaule que pour (v = o; elle est toujours positive pour (v= j; la 

fonction /'(tv) est done, elle aussi, toujours positive et la fonction /(tv) tou- 
jours croissante, ce qu'il fallait d^montrer. 
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le coatour R' dans le sens direct et le segment de droite qui joint 
le point a au point 3*1 (t^) tourne aiitour du point a, dans Je sens 
direct, d’un angle egal a 2:1; Pargument de 3 ^ (r) — a augmente 
done de 271; done le nombre de zeros de la fonction holornorplie 
3 ^ (p) — a, cotttenus a Finterieur de R^ est egal a i . 

De ce que [K\) est Pi mage de (Rj), il suit que la partie reelle et 
le coefficient de i dans la quantite 3 , (a + pr), on a et (3 sont des 
nombres reels, compris entre 0 et sont positifs; on peut meme 


ajouter que la partie reelle est inferieure a 3 ^ 

Des conclusions toutes semblables s'appliquent aux images 
R3, R^ des rectangles R2, Ra, R4? images qui se deduisent toutes 
de R|, par symetrie. Les contours R',, R^, R'^ limitent des aires 
(R!,), (Rg), (Rlj) qni sont les images des aires (Ro), (R3), (R4), 
limitees par les rectangles R^, R3, R4. Quand le point decrit 
dans le sens direct un des contours R2, R3, R4, son image decrit 
le contour correspondant dans le sens direct. 


509 . Remarquons, enfin, que les quatre aires (Ri), (Ra)^ (Rs), 
(R4) formentj dans lenr ensemble, ime aire (R), limitee par un 
rectangle R; cette aire a pour image Paire (R), ensemble des 
aires (R^J, (Rj)? (^4)7 par un contour simple R', 

forme par Parc de courbe qui aetd decrit plus haut et par des arcs 
symetriques. 

II est ihs lors ais6, en pratiquant une coupure dans le rec- 
tangle (R), de d6finir dans ce rectangle log 3 i((^) comme une 
fonction univoque, le coefficient de f, dans cette fonction, etant 
Pargument de 3 ^ (<;). 

Lorsque p est un point de (R), 3 i(^^) est un point de (R^). 
L’argument de 3 ^((^) peut etre defmi, sans ambiguity, si Pon 
pratique dans (R!) une coupure quelconque, allant du point o k 
un point de R et ne se croisant pas elle-mSme; pour nous con- 
former aux habitudes, supposons que cette coupure soil praliqu^e 


le long de Paxe des quantiles negatives du point o au point 
2r^ en passant par le point segment de 

droite qui va du point 0 au point 3 i est Pimage simple du 


segment de droite qui va du point 0 au point — i dans le rec- 
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tangle (R), le segment de droite qiii va du point au 

point j ^st a la fois Pimage du segment qui ya dii point 

— ^ ail point ^ et du segment qui va du point — ^ au point 

On regardera la coupui’e totale comme ayant deuxLordSj 

un bord superieur sur lequel I’argument de (p) est ti, un bord 
inferieur sur lequel cet argument est — r:. Pour les points 
de (R^) qui ne sont pas sur la coupnre, Pargument de est 

compris entre — tc et -}-7c. Pratiquons, de inline, dans (R) une 

coupure rectiligne allant de o a — et designons par (Rq) la 
figure ainsi modifiee, dont le contour est forme par la droite qui 
va du point o au point — ^ (bord superieur de la coupure), les 

droites qui vont successivement du point “ ’ point — 
de ce point au point -—j de ce point au point de ce point 

au point — — de ce point au point — ^ et de ce point au 

poinl 0 (bord inferieur de la coupure). Le contour de (Ro) est 
simple; la fonction logS^ (^) definie comme etant la valeur prin- 
cipale du logarithme de est reguliere en tout point situe 

a Pinterieur de (Ro)- Sur le bord superieur de la coupure et sur 

le segment qui va de — i a — ~~~ coefficient de f dans log2^^ (p) 
est tt; il est — tz sur le bord inferieur de la coupure et sur le seg- 
ment qui va de — ^ a — La fonction log2r4(p) est definie 

sans ambiguite pour tons les points de (Rq) et de son contour, 
sauf au point o, a condition de distinguer les deux bords de la 
coupure. 

510. Si Ton designe par Po et p^ deux points interieurs a (Ro) 
et si Pon imagine un chemin allant de Pq a P 4 et dont tons les 
points soient interieurs a Roj on aura le long de ce chemin 

f = logSi(po), 
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ou nous adopterons pourlog2rj((’)la definition precedemmentfixee. 
Cette egalite subsiste lorsque Fun des points p, vient sur le 
contour de (Rq) et meme sur la coupure, mais il ioiporte de dis- 
tinguer sur quel bord on se trouve; il suffit pour cela de consi- 
derer les points infiniinent voisins de P05 sur le cliemin d’inte- 
gration. Elle subsiste encore si les deux points ^4 sont sur la 
coupure et si Fintegrale est rectiligne; on peut, dans ce cas, se 
placer indifFeremment sur un bord ou sur I’autre, mais il est in- 
dispensable de regarder les deux points Po, iU comme places sur 
le m^me bord. 


5 H. Supposons mainlenant qiie, eii allant de Pq a Pi par le 
chemin d’integration, on reste toujours dans le rectangle (R), 
mais qu’on soit oblige dc traverser la coupure au point p^, par 
exemple, en passant de bas en bant. Nous distingiierons les 
points p' , de m^me affixe qiie p^ et situes Tun sur le bord infe- 
rieur, Taiitre sur le bord superieur. On aura alors 



ou il est entendu que les integrales portent sur la m^me quanlite 
et que les integrales du second membre sont respectivement 

etendues aux deux portions du cliemin d’integralion qui vont 
de Po ^ Pp de p'^ k p^, lesquelles ne traversent plus la coupure. De 
cette egalite el de ce que logHri(p'), logSi(P2) m^me partie 
reelle, Landis que leurs parties imaginaires sont respectivement 
egales a —tu el on deduit 


i 




‘^^dv = los2fi{v\) ~logSri((?o)-i-Iog2ri(«>i; — Iog2r,(<<) 


= lo gSfi ( j — log Sr, ( (^0 ) — 2 r J. 


D’une facon geaerale, en supposant que le chemia d’integra- 
tion ne sorle pas du rectangle (R), on aura 


(CXVIIIi) 




c^p=: logSri(Pi) — log2ri(Po)-+- 


en adoptant pour les logarithmes leurs determinations princi- 
T. et M. - III. 


II 
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pales et en designant par N im nombre entler que I’oq obtient en 
ajoutant autant d'unites positives que le cbeniin d’integration tra- 
verse de fois la coupure en allant de haut en bas, et autant d’unites 
negatives que le chemin d’int^gration traverse de fois la coupure 
en allant de bas en haut. 


512. Considerons, par exemple, Tintegrale rectiligne 


I 

f 


t'o + l Ci-/ 




df\ 


oil t’o est un point du segment de droile qui va du point — - — ^ 
au point — - — 5 aTexclusion du seul point — -• Le chemin d’in- 
legration ne traversant pas la coupure, on aura 


1 


<'0-1-1 O./ 


2ri(,o) 


rfp = log2ri('P|)-(-i)— log&i(f(i): 


les deux nombres &,((io+i), 2f, (ro) sont r^els, egaux el de 
signes contraires ; suivant que le coefficient de i dans vo est po- 
sitif ou n4gatif, c’est-a-dire suivant que le point Vo est situe siu' 

I’un ou I’autre des segments qui vont du point — ^ aux points 
— Fargumentde est-t-nou — t:; d’ailleur> 

1 ’ argument du nombre positif i) est mil; on aura done, 

suivant que le coefficient de i dans est positif ou n^gatif, 


(GXVIII.) 



3'i(v) 


dp 


Tzi. 


513. Les deux resultats contenus dans la derni^re formule 
peuvent etre relies Tun a Tautre par le theoreme de Cauchy qui 
permet plus generalement de deduire toutes les integrales de la 

forme / de Tune d’enlre elles. 


Soient, en effet, I'o, deux points quelconques tels que les 
paralleles k I’axe des quantiles reelles menses par ces points, et le 
segment de droite joignant ces deux points ne contiennent aucun 
zero de la fonction Soil t’o celui des deux points situes le 
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plus has ; considerons alors le parallelogramrne dont les sonimels 
sent Poj ^ 0+^5 en parcourant ce parallelogramme, 

de maniere a rencontrer les sommets dans Tordre indique, on le 
parcourra dans le sens direct. Si A est im point quelconque du 
segment qui joint les points To, iVo] si B est le point d’inler- 
section du segment qui joint les points Cq + i , (Vq i et de la pa- 

rallele a Taxe des quantites reelles menee par A, la fonction 
prendles memes valeurs en A et en B; il resiilte de la qiie Pinte- 
grale ^ etendue au perlmelre du parallelogramme, est 
egale a la difference des integrales rectilignes 


t 

I. 






cb 


t 

-f 




ifp) 


ch. 


D’un autre cote, Pintegrale etendue au parallelogramme est 
egale a 2 iT: multiplie par la somme des residus de la fonction 

relatifs aux poles de cette fonction situes a I’interieur du 

parallelogramme, e’est-a-dire par le nombre de zeros de la fonc- 
tion S^(r) situes a Tinterieiir du parallelogramme, nombre qui 
est ^videmment egal au nombre n de zeros de la m^me fonction 
situes sur I’axe des quantites purement imaginaires entre les deux 
paralleles a I’axedes quantites reelles menees paries points 
En appliquant I’egalite ainsi obtenue, 


T 




(h 








au cas ou ^st un point quelconque du cote du rectangle (R) qui 

joint les deux points ~ ^ — l.~ V quele point — 

el en tenant compte du rSsultat du n® 512 relatif a la valeur de Pin- 
tegrale du second meinbre pour ce choix de Co? on obtient aise- 
ment le tlieoreme suivant quicomprend celui du 512, comme 
cas particulier : 

Si Pon a 

(Po = a -H 


en designant par a et ^ des nombres reels, dont le second n’est 
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pas entier, et si I’ou determine I’entier n par la condition 


on aura ( ‘ ) 


; p < «-i- I, 





dv^—iin 


i)rJ. 


ol4. Considerons encore I’int^grale rectiligne 


1 






Oil t’o GSt iin point situe sur le cote inferieur dn rectangle R qiii 
va du point — ^ ^ an point 

Supposons d’abord que la partiereelle de Tq, qne nous designe- 
rons par ot, soit positive; le chemin d’integration ne rencontranl 
alors pas la coupure, on aura 


T 


- ! c/p = iog2ri(PoH- log&i (tJo)‘ 




Le second membre est rune des determinations da log;a- 
ritbme de 

^ g — 2i7CPo-<-«7U — iTlT- 


il est done egal a la qiiantite 

— — iTT': = — 2a) 

aiigmentee d’un certain nombre entier de fois 21:'?:. D’ailleurs, 
Targument de ^^(po) est conipris entre 0 et — Targuinent de 
Sr, (Po + ")? egal et de signe contraire au prdc^dent, est conipris 


{*) Cest k M. Hermile que Ton doit la determinatiou des integrales de ce 
type et du type suivant. {Voir la Note inseree dans le tome 11 du Calcul deffe- 
rentiel et integral de J.-A, Serret, p. 837 .) II est k peine utile de fairc observer 
que les determinations obtenues dans les n**” 512-516 sont contenues comme cas 
particulier dans la formula generale donnee dans le precedent paragraphe. 
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€ntre o et^; le coefficient de i dans logS/j (co-r logSi (pq) 
est done posilif et compris entre o et z; e’est done r:(i — 2a}. 

Si, au contraire, la partie reelle de i’05 ryous continuerons 
de designer par a, est negative, le chemin d’inlegration rencontre 
la coupure au point a en allant de bas en haul, et Ton aura 






ch = log2ri(ro-HT:)-“ log&j (vo)— 


Dans ce cas encore, logS^ (ro + T)— log 3 ^ ( eo) est egal a 
Z 7 i:(i — 2a) augmente d’un certain nombre de fois 2/7:; d’aillenrs 
[’argument de (Vo) est compris entre — ^ et — 7:, et celui de 

^^(c>o^-^) est. compris entre et 7: ; le coefficient de i dans la 
difference des logarithmes est compris entre t: et 27:; e’est done 
encore 7 :(i — 2a) et Ton a, par consequent, suivant que a est po- 
sitif ou negatif, 


(CXVIII4) 


1 






dv = {i:(± I — 2 a). 


On a, en parliculier, 


f ^ §^ dv = 'f ^ 

J-i-T 2ri((>) Ji—T 


i'i(n 

&!{<') 


dv ■■ 


S 15 . Supposons maintenant qu’on ait i effectuer I’int^rale 
^ ( p) suivant un chemin quelconque donne (C). 

Imaginons le plan reconvert d’un reseau de rectangles, tous 
egaux au rectangle R. Le chemin d’integration se decomposera 
cn parties dont chacune appartiendra a Pun de ces rectangles, et 
il est clair qu’il suffit, pour savoir calculer Pintegrale tolale, de 
savoir la calculer pour Tune quelconque de ces parties, e’est- 
a-dire pour un chemin contenu tout entier a Finterieur d’un cer- 
tain rectangle R^- du reseau ; mais comme on peut faire corres- 
pondre les points des rectangles (Ra)? (R) par tine relation de la 
forme =z= /it, oil m etn sont des entiers, on pourra 

ramener loutes les parties du chemin d’int^gration a etre con- 
tenues dans R. 
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5i6. Considerons, par exemple, I’int^grale rectlligne 


X. 


t'o + 'C c-/ 




ch'^ 


ou P '0 est niaintenant im point qiielcoaque, tel toutefois que la 
partie reelle de p’q ne soit pas unnombre entier, afin que la droitc 
qui passe par les points Pq? contienne aucun z^ro de 

2^^(v’). La position de cette droite, qui est limitee aux points Po 
et Po + ": empiete en general sur deux rectangles du rdseau. 

Posons Po = m + + a + P'r, en designant par m, /i, a, [3 des 

nombres reels dont les deux premiers sont enliers, et dont les 
deux autres verifient les conditions 


a 




On aura, en entendant que lesigne d’integralion porte tonjours 
3" 

sur la meme quanlite x— 


^’(P) 




t 

f 


7 «-h(n + l)T + a+pT 7 7n-{-nT4-a+- 


7W+nT4-a+ p-T 


L 


-H 




X 


m + (« + i)T4.a+pT 


m + nT-ha-i--- 


remplacons, dans les integrales du second membre, la variable 
d’int^gration p par m + n^ + iv pour la premiere, et par 
pour la seconde* Le second membre de- 

viendra 




— 2(n + l) 


%i-\- 



diV — 2 



liOi)' 




L’inlegrale qui figure encore dans le second membre de cette 
equation a ete calculee au n®S14; elle est egale a — 2aTcj ± 7 :/, 
en prenant le signe 4- ou le signc — suivant que a est positif ou 
ndgatif ; on en conclut 


(CXVIII5) 


T 


lCp) 

^i(^) 


dv 
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On cl^duira de la, en designant par /* un entier positif, 
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(GXVJIIa) / 

U ti 


;(t>) 
3-1 ( 0 ) 




. ( rx , \\ 

= — ‘2ri7: (-’0 “ H - - 

V 22/ 


Dans ces deux formules, on dolt prendre le signe superieur ou 
le signe inferieur siiivant qiie la partie reelle de c’q — m esl posi- 


tive ou negative. 


517. Considerons enfin les integrales rectilignes du t}pe assez 
frequent dans les applications 




a—^T 






OU a et p sont des noinbres reels dont le pretnier n’est pas entier. 
Une telle integrale est un nombre purement imaginaire ; elle est, 
en efFet, le produit par •% de Tintegrale 

X L2ri(a — 3i(a — .rT;J ’ 

Oil la variable d’integration 0 : est reelle, et dont tous les elements 
sont reels, puisque les nombres a + a — xx sont des imagi- 
naires conjugu^es. 

Supposons, ce qui est toujours permis, que ^ soil positif, et 
deterniinons deux entiers Tn, n tels que si Ton pose 


on ait 


a = wz -r- a', -h 

I I 


2 2 


2 2 


On observera tout d’abord que la fonclion ne changeant 
pas quand on change en on a 


Li, ^ 


*; 


on a d’ailleurs 

^a'+pT '^a'-p'T 
/a'-p-c 


'^at-pu -Ot — Jjfc + 

JoL'—^X Joi'—^'X—nX •JoL'—^'X 





CILCUL INTEGRAL. 


1 68 

toutes les inlegrales portant siir la meme quantite ^ On en 

concliit, en appliqiiant les resiiltats precedemment obtenus, 


(CXVfll,) / 




= f 

-V-P'T 


P'^2r;(P) 


&i(p) 


dv — z~ i), 


ou I’on doit prendre le signe superieiir on le signe inferienr, sui- 
'vant que a' est positif ou negatif. Quant a I’integrale qiii subsiste 
dans le second membre, il est aise de reconnaitre qu’elle est 6gale 

ala determination principale de partie reelle 


est nulle ; le coefficient de t, compris entre — 7t et -h est positif 
si cf! et sont de m6me signe, negatif dans le cas contraire, nul 
pour les valeurs particulieres a' — it 
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IN VER SION. 


CH4P1TRE VII. 

OM DONNE A2 OU g., gy, TROUVER t OU wi, to,. 


I, — Le probl^me pose admet ime solution et de cette solution 
on pent deduire toutes les autres. 

518 . Dansce qui precede on atoujoursregarde lesnombres co^, 
CO3 comme donnes : sur ces deux nombres on a suppose seulemenl 

que le coefficient de f dans le rapport t ^ est different de zero, 
et m^me positif toutes les fois qu’inlerviennent les fonctions 
C’est avec ces nombres , 0)3 que nous avons construit toutes les 
qiiantit^s ou fonctions que representent les symboles g^) *3^ 

tOg), CO3), p(«]cO,, 0)g), 60 , ^3, 1 5 '^ 3 , 

sje^ — eg, . . . ; c’est avec leur rapport t que se construisent les 
quantiles et les fonctions A', F, 2 >(p), K, R', sni^^ . . qui 
sont toutes d^terminees sans ambiguite. 

11 y aura lieu souvent, dans ce qui suit, de mettre en evidence 
les nombres tOi^Wg, Nous ^crirons alors^2(wM ^3)3 ^^3)3 
kiz), \lk\-.), K('r), au lieu de ^2, ^3, k, k\ 

\Jk^ K, R'. Nous continuerons a ecrire 2 r((^jT) au lieu de 
S((^) et nous dcrirons aussi, dans le present Chapitre, sn(t^|':), 
cn(2^lT), dn(?/|i:), pour designer les fonctions de ii et de t de-- 
finies par les relations (LXXl3,c,7,83 XXXVIIi^o)? au lieu de 
sn(u,k), cn{Ujk)^ dn{u,k), notation que, afm de nous con- 
former a I’usage, nous avons inlroduite au n*^ 30 i. 
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Dans Icb pvoblemes qui dependent des fonctions elliptiques ce 
n’est cependant pas les nombres 0)4, 0)3 out qui sont imm^dia- 
tement donnes. La solution de ces probl^mes se ramene a I’inte- 
gration de Tequation differentielle 




oil u designe la variable, y la fonction inconnue et yo? ya des 
nombi'es donnh, tels que ^equation — Ya/ — Y^"^^ nWl 


racines e£ 


On obtiendra nne solution de cette Equation si Ton connait 
deux nombres coi, CO3 a rapport imaginaire, tels que les quantites 
o^(co^, 03 . 0 , ^3(^1 j W3), definies par les series (IV5) 


^2(Wl,W3)= 60^^ 
{m,n) 

§-3(to„tOa) = lio 




2/10)3 )*> 


aient les valeurs donnees yo, ys- Cette solution sera la fonction 
p(2^|o)i5 C03) formee au mojeu de la variable u et des nombres 0)4, 
(O3 comme il a ete explique aux n°^ 86-88; on a, en effet,de- 
montre au n® 98 qu’une telle fonction verifie b^quation differen- 
tielle 

(^) =4/’-^2((Ol,<»3)r — <r 3 (Wl,C 03 ), 

et ^o((o^, wg)^ ©3(^17 ^*^3) sont respectivenient egaux a y2, ys* 
Les memes problemes dependent, si I’on veut, de Tint^gration 
de [’equation differentielle 

ou X est un nombre donne difforant de 0 et de i. On obtiendra 
une solution de cette Equation si Ton connait un nombre imagi- 
naire T, dans lequel le coefficient de i soit positif, et tel que la 
quantite definie par la formule (XXXVII,) 


^ I-h 
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ait la valeur doDnee Cette solution sera la fonction sn( 2 ^lT) 
formee au moyen de la variable it et du nombre t de la maniere 
suivante : on construit d’abord (XXXII) les fonctions 2r((;|T) de 
la variable inddpendanle et de 'z; on forme ensuite (XXXVIIi^o? 
LXXI3) les quantiles 

et Ton pose enfin (LXXIo) 



En effet, d’apres ce que Ton a vu auK 301-306, la fonction 
de u ainsi formee, qul est identique a la fonction k) definie 
ail n^ 301, doit verifier Peqiiation differentielle (LXX^) 

et est egal a x. 

On voit, des lors, se poser les problemes suivants : 

Qiiand on se donne les nombres yo? ya ou x, existe-t-il deux 
noinhres d rapport imaginaire cog, ou iin nombre imagi- 
naire t dans lequel le coefficient de i soil positif, qui verijient 
respectwement les equations 

g%{^U Wa) = T2, 0)3) = Y3, 

ou 

A2(t)=X? 

Quelles sont toutes les solutions de ces equations ou cog 
ou T sont les inconnues? 

S19. Nous d^montrerons d’abord les deux iheor^mes suivants ; 

I. — Si Von se donne deux nombres y 2 , ya tels que Equa- 
tion eny 

47^—727 — ^3 = 0 

ait des racines distinctes £|, £ 0 , £ 3 , ou, ce qui revient au meme^ 
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si Voii se donne trois nombres distincts £<, Soj H dont la 
somme soil nulle et si Von pose 

= — 4 (^2^3 ^3^1 + £iS2), Ys “ 

il existe deux nombres (0|, (03 tels que la partie reelle dii J'ap- 
port ^ soit positive [non nulle) et qui verifient les equations 

(^) t'Jj) = 72. W3) = 73. 

II. — Si Von se donne un nombre x qui n^est ni ne§atifj 
ni positif et plus grand que i, il existe un nombre t dont le 
coefficient de la partie imaginaire est positif^ qui verifie Ve- 
quation 

(|3) /c2(t) = x. 

S 20 . Nous commencerons par montrer que le th^oreme If, sup- 
pose vrai, eutraine le theoreme L 
Les nombres distincts , £0, £3 etant donnes ( £i + So + 23 = 0), 
posons 

— Si 
Si-~ S3 

On pent toujours supposer que les nombres £0, £3 aient 
ranges de facon que les conditions imposees a x soient verifiees : 
elles le sont, quel que soit I’ordre de £i, soj £3, si ccs trois points 
ue sent pas en ligne droile; s'ils sont en ligne droite, on prendra 
pour £i , £3 les points extremes, pour £2 le point intermediaire. 

Avec le nombre t qui, par liypotbSse, verifie Pequalion (j 3 ) con- 
struisons les fonctions 2r(<^|T), puis, ayant clioisi arbitrairement 
la determination de detei'rainons to^ par la condition 

2 y^Sj — 63 

el posons ©3 = w , Construisons ensuite les fonclions (« [ w, , uj), 
p(«Ico,, <1)3), ... et reprenons, pour loutes les quantiles qui se 
rapporient a ces fonclions, la suite de nos notations habituelles. 
Nous aurons (XXXVI,) 
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et, par cons^uent, v'^i — <29 = v'^i — £ 3 1 or, cette egalite, rap- 
proch(5e de la definition de x et des equations 

7 n / \ ^2 ~ ^ 

A-(Tj= — — J ei-f- ^2“^ ^ 3 = £1 + £2^ '3 = Oj 

donl la premiere resulle de la formide (XXXVII 4 ), niontre, 
puisque x est, par hypolhese, 6 gal i /‘-(t), que Ton a 

62=22? 62=23, 

etj par consequent, — g^ = yg. 


S21, Tout est done raniene a la demonstration du theoreme II. 
Nous demontrerons d’abord ce theoreme lorsque x est im nombre 
reel, posilif, plus petit que un, et nous etablirons, pourcela, la 
proposition suivante : 

Ilfl, — Sc X est un nombre reel^ positif^ plus petit que iiu, 
on satisfait d Veqiiation (,3) en posant 

TT ^ 

I ^ 6/c5 is! 

X = / -pr===== > X = / — - — — ‘ - j,..: > 'u = — ■ 

,1 \/i — xsin-«p J /i — (t — X) sin^rj x 


Dans les integrities^ ou tout est reely les radicaux ont le sens 
arithmetique ; ^ est done reel et positif, 

Construisons, en effet, avec la valeur de t ainsi defiuie, les 
fonctions quantiles /.‘-( t), 

seront reelles et positives (puisque i: est piirement imagi- 
naire), plus petites que un (puisque leur somrae est egale a im), 
et I’on aura, comme on I’a vu (* ) an n'^ 3H, 


■jt 



do 

k~{'u) sin-cp 



do 

\/i— sia-tp 


(') A la v^rite les formules du n*^ 311 ont ete deduites des formules des n" 297 
ct 298 qui donnent, sous forme d’integrales, les expressions de — 6,^ 

^ lorsque Wj et ^ sont reels et positifs; mais, d’une part, les formules 

que nous citons dans le texte auraient aussi bien pu 6tre deduites directemeat 
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en donnant aux radlcaux leur signification arithmetiqiie. Puisque 
(LXXI 3 ,,) i 1v'(t) est 4gal ^ on a done la proportion 

2 E 



/i-[f-A'2(T:')lsin2cp 
_ _ , 
ys clo 

sji — sin^cp 

or cette proportion entraine I’egalite x = A*^(t): car si, dans le 
premier rapport, on regarde pour nn instant x comme nne va- 
riable et si Ton imagine que x augmente de 0 a 1 , le denominateiir 
augmentera en meme temps que le numerateur diminuera; le rap- 
port diminuera done constamment et n’atteindra la valeiir du se- 
cond membre qu’une seule fois, quand x sera egal a 

La proposition est done demontree, dans le cas ou x est reel, 
positif, plus petit que un; en d’autres termes, dans ce cas, on a 



ou, d’une facon plus explicile encore, si, dans le premier membre 
de Tequation (p), on remplace t par ce premier membre se 
reduit identiqiiement a x. 

S22. C’est cette derniere remarque, etablie seulemenl dans le cas 
ou X est positif et plus petit que iin, qui va nous fournir la de- 
monstration du th^oremeTI dans sa generalite, demonstration qui 
resultera de ce que deux fonctions analytiques de x ne peuvent 
co'mcider sur une ligne sans etre partout identiques. 


V 

./o — (I — 


V- - 
J 


sin-o 


dans le cas ou j est reel et positif, sans passer, comme nous Pavons fait, par 

Tintermediaire des fonctions et, d’autre part, si Ton veut retablir toute la 
chatne des deductions que nous avons faites dans ces divers numeros, il suffit, 
apres avoir choisi t comme nous venons de Texpliquer, de clioisir arbitrairement 

le nombre positif de prendre w, = en sorte que ^ soil reel et positif, de 

construire toutes les fonctions dont on a besoin au moyen des demi-p6riodes 
< 0 ,; sont alors reels, ranges par ordre de grandeur decroissante, etc. : la 

conclusion est la mime, et les quantitos w, ne figurent dans cette conclusion 
que par leur rapport z. 
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Nous etablirons le theor^me suivant : 

Hi. — Ensupposant que v. ne soit ni un nomhre negalif, ni 
un nombre positif plus grand que un, on satisfera d V Equa- 
tion X = k- (t), en faisant 


(CXIXi) 


7U 


Tw 






X 


On suppose que la variable d' integration osoit reelle etqiie 
les parties reelles des radicaux soient positu^es, Dans ces con- 
ditions, le coefficient de i dans t est positif. 


S23. Observons d’abord que les integrales definies qui precedent 
ont un sens poiirvu qn’on fixe la signification des radicaux el que 
les quantiles sous les radicaux ne s’annulent pas dans les limites 
de I’inlegration ; dans ces limites i — x sin-o ne peut s’annuler 
que si x est reel et plus grand que un, i — (i — x) sin^cp ne peut 
s’annuler que si x est negalif. 

Ces reinarques conduisent a introduire dans le plan qui serl a 
represenler le nombre x deux coupures, Tune qui ira du point i 
a -^00 en suivant Taxe des quantiles positives, I’autre qui va de o 
a — o) en suivant I’axe des quantiles negatives. Nous designerons 
par (T) le plan dans lequel on a pratique la premiere coupure 
seulement, par (T') le plan dans lequel on a pratique la seconde 
coupure seulement, par (S), enfin, le plan avec les deux coupures. 
II va sans dire que quand on parlera d’un point appartenant a I’un 
des plans coupes (T), (T^), (S), on entendra que ce point n’est 
pas sur line coupure du plan considere. 

C’est surtout au plan (S), a deux coupures, que nous aurons 
aflfaire : nous reunissons ici quelques remarques et conventions 
qui nous seront utiles, soit immMiatement, soit dans la suite. 

L’argument de tout point x du plan (S) sera suppose compris 
entre — 'll et +Tt; cet argument varie d’une fagon continue 
avec X, qui, encore une fois, ne doit jamais traverser les coupures. 
C’est cette valeur de Targument que Ton adoptera pour celles des 
functions de x dont la determination depend de I’argument de la 
variable; ainsi, en designant par m un entier positif, ^x sera un 
nombre dont la valeur absolue sera la racine arithmetique 
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de |x [, et dont L argument sera compns entre — ^ V ^ 

alors dans le plan (S) une fonction holomorphe de x, fonction 
dont la partie reelle sera positive et dans laquelle le coefficient 
de i aura le meme signe que le coefficient de i dans x. De memo 
logx sera iin nombre dont la partie reelle sera le logarithme nepe- 
rien de [x], et dans leqiiel le coefficient de i sera Pargument 
de x; ce coefficient sera encore du meme signe que le coefficient 
de i dans x, et Ton aura 

logx = log(— x) tij, 

suivant que le coefficient de i dans x sera positif ou negatif. 

II est clair que le point 1 — x est le symetriqne du point x par 
rapport an point qui est lui-ineme nn centre de sym^trie pour 


Fig. 2. 



lesr deux coupures; les deux points appartiennent en mexne temps 
au plan coupe. 

Tout ce qu’on vient de dire de Pargument de x, de ^p^x, de 
logXj s’applique naturellement a Pargument de 1 — x, a — x, 
alog(i — x); on observera, en passant, que les coefficients de i 
dans X et dans r — x sont de signes contraires. 

Toutes lesfois que, .s designant une quantile quelconque, log5 
est defini, nous entendrons par \o^{az)j ou a est un nombre positif 
quelconque, 

log(^z.j) = loga-h log 5 , 
ou logaa sa valeur arithmetique. 
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Lorsqiie x appartient au plan (S) nous adopterons pour 
Jogj-^la daerminationlogx — log(i-— x); on peut dire encore 

que le coefficient de i dans log est Tangle moindre que ^ en 

valeur absolue, sous leqiiel on voit du point o le segment qui va 
du point I — X au point x : cet^ngle est positif si x est au-dessus 
de Taxe des quantites reelles, negatif dans le cas contraire. Celte 

determination est encore la valeur principale de log^— qui esl 
liolomorphe dans (S). 

Lorsque «p varie de o a ^5 le point i — x sin^jp decrit le segment 

de droite qui va du point i au point i — x: en m^me temps le 
point I — (i — x) sin- ip decrit le segment de droite qui va du 
point I au point x; les deux points i — x sin-cp, i — (i— ,x) sin^o, 
qui, pour une meme valeur de cp, sont situes sur une meme pa- 
rallele a la droite qui jointle point i — xau point x, appartiennenl 
au plan (s), si le point x appartient a ce plan. 

Nous definirons les quantites \J\ — x sin^cp, — (i — x) sin-cp 
d’apres la r^gle generale donnee plus haut pour y/x, y/i — x : leur 
partie reelle, qui ne s’annule certainemeni pas, est alors positive, 
de sorte que la definition qu’on adopte ici est conforme a celle qu’on 
a adoptee dans Tenonce du theoremell^, pour preciser le sens des 
integrates d^finiesX, X'; les coefficients de ulans ces deuxradicaux 
sont d’ailleurs de signes contraires. Le pointy/ 1 x sin^cp est situe 
dans Tangle aigu formd d’une part par Taxe OP des quantites po- 
sitives, de Tautre par la bissectrice de Tangle forme par ce meme 

axe et la droite qui va de 0 au point i — x; le point- — est 

^ ^ /i — xsia^cp 

situ6 dans Tangle aigu POA sjmetrique de Tangle qu’on vient de 
definir par rapport a Taxe OP. On verra de meme que le point 

^ ; — est situe dans Tangle aigu POA' de la figure : la 

/ 1 — (i — x) sin^cp 

direction OA' est la sjmetrique, par rapport a Taxe OP, de la 
bissectrice de Tangle form^ par la droite OP d’une part, par la 
droite qui va de 0 a x, d’autre part. Dans la figure la direc- 
tion OA est au-dessus de Taxe des quantites reelles, etla direc- 
tion Oh! est au-dessous; cela tient a ce que le point x a ^te pris 
T. et M 


12 
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au-dessus de Tas-C des quantiles reelles; ce serait I’inverse s’il 
etait au-dessous. 

524. On reconnait immediatement que si deux n ombres ima- 
ginaires sont represent^ par deux points situes a I’interieur d’un 
angle ayant pour sommet le point 0, la somme de ces deux 
nombres sera representee aussi par un point situ6 al’int^rieur du 
m^me angle; il en sera de meme si I’on considere auiant de 
nombres que Ton veut, tous representes par des points situes a 
rinterieur d’un m^me angle, et la meme conclusion s’elend a une 
integrale, qui est la limiLe d’une somme. On voit done que Pin- 
tegrale definie X sera representee par un point situd a Pinterieur 
de Tangle POA etPintegrale definie X' par un point situe a I’int^- 
rieur de Tangle POA'; les parlies reelles des deux nombres X, X' 
sont essentiellement positives ; quant aux coefficients de ils sont 
de signes contraires; le premier est positif, le second negatif 
quand le coefficient de i dans x est positif, comme dans le cas de 
la figure ; c’esl Pinverse quand x est situ^ au-dessous de J’axe des 
quantiles reelles; les coefficients de i dans X, X' ne sont nuls que 
si X est reel, positif, plus petit que un. Dans tous les cas, Tangle 
AO A', qui est la moitie de Tangle sous lequel on voit du point 0 
le segment qui va du point i — x an point x est aigu; il en est de 
m^me, a fortiori^ de Tangle inlerieur a celui-Ia form^ par les 
deux directions qui vont du point 0 aux points X, x', e’est-a-dire 

de I’argument du rapport ^ • La partie reelle de ce rapport est 

done positive : il en serait de meme de la partie reelle du rapport 

inverse. On observera que Targument de fixe comme nous Ta- 

vons fait, est, d’apres ce qu’on vient de dire sur la position des 
points x', X, negatif si le point x est au-dessus de Taxe des quan- 
tiles reelles, positif dans le cas contraire; en d’autres tei'mes, les 

coefficients de i dans et dans xsont de signes contraires. 

Ceci pose, dans le plan X et x' sont des fonctions univoques 
de X, d apr^s leur definition meme. En ebaque point du plan (S) 
ces fonctions sont regulieres, e’est-a-dire que si Ton augmente x 
d une quantile A, suffisamment petite en valeur absolue, les fonc- 
tions X et X' ainsi modifi^es sont d^veloppables en series emigres 
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cn/i(on doanera tout a Theure les expressions de ces series); 
elles sont done des fonctions holomorphes de x dans le plan (^). 

II en est de m^me du rapport puisque X ne s’annule pas, non 
plus que sa parlie r^elle. 

Reportons-nous maintenant a Fequation = D’aprds la 

formule (XXXVlIe), k- est ^gal i ; il est done clair que si 

• ^ 2 

Ton regarde t comme une variable, A'-(t) sera une fonction holo- 
morphe de t pour tons les points t situes au-dessus de I’axe des 
quantiles reelles; or le rapport — est represente par un tel point, 
tant que x apparlient au plan ( 5 ); A*-(t), quand on y regarde t 
comme egal a » est done une fonction (de fonction) Jiolomorphe 

de X ; ov ^ ^ quand x est reel compris enlre o et i ; 

done enfin Tegalile ^^^==x subsistera pour toutes lesvaleurs 
de X appartenant au plan (S). 

325, Nous avons obtenu une solution de I’equation en t, 
i 

A’^('r) = x, a savoir t = -^; nous nous proposons maintenant de 
les avoir toutes. Et d’abord, des qu’il y a une solution, il est bien 
evident qu’il yen a une infinite; si a, c, d sont quatre nombres 
entiers choisis parmi ceux qui satisfont aux conditions du cas 
du Tableau (XXo), on a, en effet, comme il resulte du Tableau 
(LXXXg) dans le cas i®, 

de sorte que, si a, d sont des entiers impairs et 6, c des entiers 
pairs tels que Ton ait ad — = le nombre ^st, en m^me 

temps que le nombre t, solution de Fequation k^(':) — x. Mais 
n’y en a-t-il point d’autres? 

Nous avons rappele que la fonction / — sn(i^ | t) de u et de 't 
v^rifie Fequation diff^renlielle (LXX^) 

(^) = 

la fonction j I t) v^rifie done manifestement Fequation 



I So 

difTerentielle 
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II en r^sulte que, si el T2 designent deux solutions de I’equa- 
tion les deux fonctions sn-(zz|T,), sn-(z/['U2) de la 

variable u verifieront necessairement la m^me equation differen- 
lielle 


mais alors ces deux fonctions sn2(2£| ^4), sn-(zz | t2)de la variable a 
sont necessairement identiques. En effetj on sait que la fonction 
sn u est developpable en une serie de la forme 

au -h bu^ + ; 

la fonction sn-u sera done developpable en une s6rie de la forme 

A 2^2 -1- B 2^4 4 . c 2^6 -u . . , ; 


or, comme il est bien aise de le voir, I’equation difTerentielle pre- 
cedente determine sans ambignite les coefficients A, B, C, * . . de 
ce developpement en fonction de x seulement, 

A la v^rite, la demonstration ne s’applique que dans le do- 
maine de convergence de la serie en ii^] mais, comme deux fonc- 
tions analytiques de u ne peuvent coincider dans une portion du 
plan sans coincider partout, notre assertion n^en est pas moins 
evidente. 

Les deux fonctions sn^(^^|T^), sn-(z^|T2) de la variable ic etant 
identiques adraettent 4 videmment les mSmes zeros : les nom- 
bres (^) 2m^K(T^)-i-2m' sont done les memes dans leur 
ensemble que les nombres 2m2K(T2) + 2m2fK^(T2) en suppo- 
sant que 7?^^, m', 7?Zo, soient des entiers; e’est-a-dire que les 
nombres K(Ti), iK'(Ti) doivent etre equivalents aux nombres 
K(t 2)? ^^^('^2); ils ne peuvent ^tre que proprement Equivalents, 
puisque les coefficients de i dans les rapports 

K(t:i) K(t;2) 


(») Voir Tome II, p. 285, Ji^, 1 . 
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sont de mime slgne; en d’autres termes, il existe quatre entiers 
a, 6, c, d lies par la relation ad —bc=i^ tels que Ton ait 

K (T:2) = aK(T:i)-i-6z;K'(Ti), 

D’ailleurs la fonclion sn-(z^|t 2 ) devient infinie, ou Igale a un, 
quand on suppose u egal a iK'(T 2 ), on a K('72) ; il doit enetre de 
mime de la fonction | ) qui est la meme fonction de u que 

sn^(z/|T 2 ), quand on y suppose u Igal a cR(T^) -1- JzK^('ri) ou a 
aR(T^)^- on en conclut Lien aisement, par les for- 
mules (LXXII), quee et& sont pairs, a eld impairs. Si est une 
solution de Fequation x = toute solution de cette equation 

est done de la forme 

c ■+-d'Z[ 

— I y 

a -h b%\ 

ou a, 6, c, d sont quatre nombres entiers qui satisfont aux condi- 
tions du cas du Tableau de formules relatives a la transforma- 

tion linlaire. Or t, = — est une telle solution: les nombres de- 

X 

finis par la formula 

CX4- 

t = pT->? 

ou a, bj e, d ont le sens que I’on vient de rappeler, et ceux-la 
seulement, virifient done (^) Fequation = x. 

S26. Cherchons maintenant loutesles fonctions analytiques de 
la variable x qui, mises a la place de t, changent identiquement 
/c-(t) en X. Designons par Xo une valeur de x ou Fune des foncv 
tions analytiques cherchees soit reguliere; la valeur de cette 


(0 Si Ton demande seuleraeat les nombres t qui vdrifient T^quation = % 
et pour lesquels la fonction sn(if | t) est la m^me fonction de en rejetant ceux 
pour lesquels la fonction sn(M | x) est remplac^e par — sn(M | x), on voit ais6- 
ment, en s’appuyant toujours sur les formules (LXXII), que ce sont les nombres 
de la forme 

cx-Hc/ix' 

X = 

a% + biK 


o£i a et d sont congrus ^ i, modulis 4» tandis que ^ et c sont des nombres pairs 
choisis parmi ceux pour lesquels on a — dc = i, et ceux-U seulement, qui r6- 
pondent ii la question. (Gf. Schwarz, Formules, p. 3i ) 
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fonctloQ pour 7 = Xq peut ^tre raise d’apres ce qui precede sous 
la forme 

__ c\(y.Q) di^' M 
ax(xo)+ 

ou a, bj Cj d sont des nombres determines choisis parmi ceux dii 
cas du Tableau (XXq). La fonction de x 

cx(x)-f- ^/ 2 X'{x) 

«x(xj H- 6 zx'(x) 

se reduit a Tq, pour x=Xo, et vmfie identiquement requatioii 
/c 2 (t)=:x. G’estla seule fonction de x, reguH^re en Xq, qui sa- 
tisfasse acette double condition; en effet, une telle fonction cst 
entierement determinee, puisque Fequation yt-(r) ~x determine 
sans ambiguite les valeurs, pour x = xo, de touLes ses derivees. 

527. D’apres ce qu’on a dit an n° 520, on obtient une solution 
des Equations (a) en prenant une solution de I’equation x = 

par exemple la solution en choisissant arbitrairemeni 

une determination de y's^ — S 3 , puis en faisant 

71 &K0K) 

tOi = - CJ03=t(i)i, 

^ V^l — 63 

ou, ce qui revient au raSme, 

X in! 

0)3=—=; 
y Sj — £3 V ~ 

on a alors, comme on I’a vu au raeme numero, 

ea = p(o)a[wi, a)3) = ea, — = /ei — £ 3 . 

Q CDi 

528. On peut sans peine d^duire toutes les solutions des ^ua- 
tions (a) d’une solution to,, (O 3 ; en effet, une seconde solution 
to', tOj conduirait a la m^me fonction pw que la solution to,, 
t 03 , puisque les deux fonctions vdrifieraient la m^me Equation 
differentielle et comporteraient les m^mes ddveloppements en 
s4rie. Les deux fonctions p(M | to,, tOj), p(M ] to' , (O 3 ) dtant iden- 
tiques, les r^seaux des paralldlogrammes de p^riodes coincident : 
on en conclut que les nombres to', , to', sont proprement ou impro- 
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prement equivalents aux nombres t^)^, 0 ) 3 ; en d’autres termes, 
toutes les solutions des equations (a) sont donnees par les for- 
mules 


(GXIX3) 


di\! 

(*^1 = — ? t 03 = — — - — 

/£i-~£3 VSI— £3 


OU bj c, d sont des entiers assujettis a la condition ad—bc~i, 
Les fonctions analytiques de Y 27 d^finissent les formules 

precedcntes sont d’ailleurs les seules qui, mises a la place de toi, 
0)3 dans les seconds membres des Equations (a) transforment ces 
equations en identites. Le probleme propose est done resolu. 


529. Revenons maintenant a I’equation et a ce fait 

essentiel que, en supposant le point x dans le plan (S), elle se 
transforme en identite quand on y remplace t par nous allons 
reunir ici quelques consequences de cette proposition, conse- 
quences qui nous serons utiles plus tard. 

Tout d’abord on a, en attribuanl a iJ/xj •— x les significations 
qui ont ^te specifiees au n° 523, 



en effet, pour chacune des deux egalites, les quatriemes puis- 
sances des deux membres sont egales, en verlu de I’egaiit^ 

X A- f Y j chacune des egalites, les seconds membres 

sont, comme les premiers, positifs lorsque x est posilif etplus 
petit que un; Legality, 4tablie pour ces dernieres valeurs de x, 
subsiste dans tout le plan (S), puisque les diverses fonctions que 
Von consid^re sont holomorphes dans ce plan. On peut ^crire 
encore 

(CXIXO j . = [/ A-' ( Y ) • 

Des relations (XLi) on a d 6 ja ddduit an n“ 173 la relation 

1 — _ S'sloh) — 2ri(o|'t), 

- j ^ - &,(o I X) + %{o 1 
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comme on vient de voir que, dans tout le plan (G), y ) 

est egal a \/'i — x, on a done, dans toutle plan (G), 


y/l-x 


En se reportant a la lormule (XXXVIli), on cn conclul 
Tegalite 

/rviv ^ 

^ n-V^T^. H-2?*-l-2g’‘6+.. 



(o| 

ik'' 

\ / 



t) 



1 

1 + 

V 



ou, dans le second membre, on suppose que qzzze'^^ est reinplace 


I __ J/TlUx 

L’ expression — — ■ qui est ^videmment une fonction ho- 

t-i-vi— X 

loniorphe de x dans le plan (S), jouera un grand r6le dans les 
calciils numeriques^ nous la repr^senterons par p. Observons que 
sa valeur absolue est plus petite que i, car, la partie reelle do 
*— X etant positive, le point J/i — x est a une distance nioindre 
du point I que du point — i, et le rapport de ces deux distances 
n’est autre chose que la valeur absolue de p. 


530. On a de m^me 
( K (: 


(CXlXe) 


= - 2ri 0 — 

2 V X 




En e£fet, lorsque x est positif et plus petit que un, I’egalite 
X = k- (t) entraine les egalit^s 

K(t) = x, K'(t) = x', 

puisque K('r) et X, d’une part, R'('r) et X' de I’autre sent alors 
reprdsentees paries m^mes integrales ddfinies; mais, quand on 

regarde t comme egal K.(i:) et R'(t) sont, dans le plan (5), 



ON DONNE A- OU g^; TROUYER T OU COj, CO3. l85 


(les fonctions (de fonclions) liolomorplies de x; les egalites sub- 
sistent done dans lout le plan (is). 

Dc la relation 



on dMuIt, en d^signant par y/x la racine carree de X dont la 

''Z 

partie reelle est positive, el par ^ la racine carree arithm^lique 
dc-, 

•i 


(GXIX7) 



cn effet, les deux meiiiLrcs qui sent des fonclions holomorphes 
de X dans le plan (S) sont positifs quand x est positif, plus petit 
que un. Celle ^galite, jointe aux prec^dentes, donne les relations 


(CXIX:) 



d’oii, cause de la relation (XXXVI5), 


(CXIX7) 



531. La premiere formule (XLj) donne immediaiement, en te- 
nant compte des formules (XXXVn 2 ) et (LXXI 3 ), 


(a) 


k(4T) = I [>•+• A'l’','? 

= 7 K(T)[i-i-v'j^jy- 
4 


Voyons ce que devient cette 6galit4 quand on y remplace t 
par Y ^ x' dtant les fonclions holomorphes prdc^demment 
ddfinies de la variable x qui est assujettie ^ rester dans le plan (S). 
La fonction se change alors en x; A®(4t) se change done 
(CXlXs) en 


/ 1— v^i-x'' 
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quantile qui, comme nous I’avons tu, est en valeur absolue plus 
petite que i. Designons aiissi par ce qiie devientx qiiand on y 
remplace X par Xi : ala verite x^ pent 6tre negatifet se tronverj 
par suite, sur une coupure dii plan (^)] Xj n^en est pas moins d6- 
fini puisque I’on a vu que la coupure pratiquee le long de 1 axe 
des quantiles negatives u’interesse pas X qui est defini dans Lout le 
plan (T). 

Le dernier membre de I’egalitd a transformer devient manifcs- 
tement 

7x(i4-J/— X)\ 

4 

Pour voir ce que devient le premier membre, plagons-nous 

d’abord dans Je cas normal ou ^ est r^el et positif ; x= k^{x) est 

alors reel, positif et plus petit que i, et il en est de m^me de 
^4 t); il est done clairque dans le cas normal Xi est egala 
K( 4 '^) comme x est egal k K(':). On a done, dans ce cas, Tegalitc 

Xi= ^ x(i4-v^i— 

4 

D’ailleurs, quand xreste dans (^5), reste dans (T); X^ est done 
une fonction (de fonction) holomorphe de x; il en est manifeste- 
ment de meme du second membre de I’egalit^ pr^cedente; cette 
egalite subsiste done pour toutes les valeurs de x qui appartien- 
nent au plan (S). 

En ecrivant x(x) au lieu de X, e’est-a-dire en regardant X comme 
un signe fonctionnel indiquant une operation a effectuer sur le 
nombre x, on pourrait ecrire le r^sultat precedent sous la forme 


(CXIXs) 



= ^x(x)(I-rv/T^)^ 


En se rappelant que K'(4 t) est egal k 4ixK(4'r) comme K.'(t:) 
est egal a JTK('r), on deduit de I’egalitd (a), la suivante 

K'(4t) = K'(t)[i + /FmP. 

En d^signant par ce que devient quand on y remplace x 
par P’, et en raisonnant comme tout a rheurC) on verrait que, 
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dans le cas normal 011 ^ est reel et positif, cette 6galil6 devienl, 

ix' 

lorsqu’on y remplace t par — , 
x[ = x.'(n- 

mais celte egalit^ ne subsiste pas dans tout le plan (S) parceque 
la coupnre le long de I’axe des quantiles negatives interesse I’in- 
tegrale x'. 

532 . Pour ce qui est de la solution des Equations (a), ou S). 
£25 ss sontles donn^es, solution qui est fournie paries formules 

X ix' 

Ui = -— =rr> <1)3=-—=:, 

V ®1 — S3 V61 — S3 

nous avons fixd arbitrairement la signification de \/ei — £3, sans 
rien dire de y/s, — £3, — convenons de prendre 

^/ej — 62 = ^/51 — 63 y/i—x, /ss — S3 — — /si — £3 /x; 

les radicaux\/e( — e^, comcideront alors respectivement 

aveclesradicaux\/£, — eo, \/e2 — £3; on sail d6jaquey/ei — 63 coin- 
cide avec \/ei — £3. 

Choisissons pour !/£) ~ £3 celle des racines carries de y/e, — £3 
que Ton voudra, et prenons, en conservant pour y/x la determi- 
nation sp6cifiee plus haul, 

(CXIXg) 

V Si — S3 

a cause de la formule (XXXVI3), on aura alors \/e^ — e3 = y/ei — £$• 
Determinons enfin les valeurs de y/s) — £3, 1/22 — 23 par les condi- 
tions 

(CXIX9) Vsi— Sj = v/si— ss y/i—x, y/sj— S3 == iy/si— S3 V^, 

et les valenrs de y/^i — e2, coYncideront avec celles 

de ^£4— £2, ^£2— £3- 
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f 7C 
/^2 

II. ~ Etude de Tint^grale / , . consideree 

/i ->csm2(p 

comme fonction de x. 


S33. Nous allons maintenant etudier de plus pr^s les fonctions 
de X, 

7C , 7 : 

do 

) sm-cD 


■It ^ 

_ ^2 do r^' 

/ /i — xisin^cp v/l — (l~x) 


que nous designerons aussi par x(x), x'(x) = x(i — x). Ces deux 
fonctions sont (n® S24) holomorphes dans le plan (^ 5 ) ; la premiere 
est holomorphe dans le plan (T), la seconde dans le plan (T'). 

En supposant que x appartienne a (T) et que le cercle decrit 
du point X comme centre avec un rayon egal a | A | n’atteigne pas 
la coupure de (T), on pent ^crire 

I I 

v/i — (x-h/nhin^o , — ^ / hsin^o 

^ * 1 / 1 — 7 . sia^ o 1 / « 

‘ V I — 7. sin^ o 

en conservant a tons les radicaux le sens present au n® 523 ; les 
deux membres sont, en eflfet, certainement egaux au signe pr^s 
et les signes sont les memes pour les petites valeurs de A; T^galite 
subsiste done tant que les deux membres sont des fonetions holo- 
morphes de A. En developpant la quantity 



h sin^o 

i_ 

I — X sin^o 


par la formule du binome, et en integrant entre les limites 0 et 
on Irouve 


X('x-h7i) = x(xj--h -Ji/i- 


1.3 


J 2 " 


r.3.v5...^n — I 

a. 4. . .2/1 




oi Ton a pose 



sin^o o 

an+r 

— xsin^ep) 2 
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II est ais^ d’obtenir pour les int^grales J„ une formule de rd- 
duclion. En integrant entre o et ^ les deux, membres de I’egalite 


d_ 

cl^ 


r 2/2+ 

[(t — X sin^cp) - 


— • 1 

- sin2«“i(p cosipj 

S/z + d 

= (2/i + i)x(i — xsin^cp) 2 siu-'^o(i — bin^cp) 

2n+ 1 

+ (2/i--t) (r — xshi^o) ^ — sin-cp) 

2 ft + i 

— (i — xsin^cp) - 


on troiive 


0 =('lrtH-T)x j ^ 

.70 (^ — y-kin^o) 2 


/ - sin-'^“-9 <f/o 

2 ^ — r‘2;n-i)xJ,^H— ~i)J„- J„. 

( I X 


■xsin^cp) ^ 


D’ailleurs, on reconnait sans peine qae les deuK integrales qiu 
figurent dans le second meinbre sont respectivemenl egales a 
5«J/2 +i + J/2, xj/i + J//_, ^ on en conclut P^galite 


(2;? 4 - — x)J/,>,_i 4“ 271 (2X~ l)J,i 4- (2 71 — = 0. 


Jo n’est autre chose qiie X; les fonctions suivantes J^ , J25 Jb? • . • 
sont, a des facteui's niimfe'ques pres, les derivees successives 
de X; la relation pr^cedente n’est done pas autre chose qu’nne re- 
lation linealre entre trois derivees consecutives de X; en parti- 
culier, si Ton suppose ;i = i, on trouve que X verifie I’^qnation 
differentielle du second ordre (*) 


(7) 





0. 


534 . Cette equation ne change pas, comme on s’en assure im- 
mediatemenL,quand on change xen i — x. 11 en rdsulte que X'(x)5 
qui n’est autre chose que x(i — x), verifie aussi I’eqiiation (y). 


(^) M. L. Fuchs {Crelle, t. 71, p. 91 ) a le premier apphqu^ les proprietes des 
(Equations diffdrenticlles lin^aires k I’^tude des modules de pdnodicit^ des fonc- 
tions hyperelliptiques, et, en particulier, a I’^tudede la fonction que nous d^si- 
gnons par x. 
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Le fait que cette equation (y) ne change pas quand on y change x 
en I — X n’est pas isole; elle ne change pas non plus quand on 

change x en ^ ou en y encore quand on 

change x en -- - ou en ^ 

Si, par exemple, en d^signant par yi une fonction de la va- 
riable Xj, on pose 

71=7/1 — y., 

/ sera une fonction de x qui s’obtiendra en remplagant x^ par 

dans et en divisant le r^sultat par — x; on aura dans ces 
conditions 


cU 


^=(x-i)Vi-x[(x-ip|1 + 3(x-i)^ + ^7]. 


puis 


!Cl(Xl— I) 


d\rt 

ch\ 




= /i - -/.(x - 1) j^x{x - 1) ^ + (2X ■ 


•t) 


(fy 

dY. 



et Ton voit ainsi que, si la fonction = /(^j) annule identique- 
inent le premier membre, la fonction 



annulera identiquement le second. Cestla proposition annonc^e 
dans Pun des cas. 


835. Quoique cette verification suffise a notre objet e.ssentiel, 
nous voulons indiquer I’origine des proprietes de cette nature. 

Observons d^abord que, si Ton regarde z comme Pune quel- 
conqtie des fonctioo^ analytiques de x definies par Pequation (P), 
x = /c“{z)^ les functions K(t), K'(t) regardees comme des fonc- 
tions de x, vdrifient Pequation (y) : en effet, ces fonctions sont 
(n® 525) des combinaisons lineaires k coefficients constants 
de X, %!. 
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Considerons mainlenant, outre requation (p), I’equation 

(Pi) ^1= PM, 


et supposons que t et soient des fonctions analytiques §(x), 
gi (>^i) qui verifient ces equations; les fonctions K(t), K'(t) d’line 
part, les fonctions K(T^), de Tautre verifieront respecti- 

vement I’equation (y) et Tequation 


(Ti) 




, , I 


Si, maintenant, en designant par a, p, y, o quatre nombres en- 
tiers dontle determinant ao — Py soit positif, on etablit entre t 
et Ti la relation 

_ */ -i- S'! 

Ti — > 

a H- pT 

cela revient a etablir une relation entre x et Xi , a savoir 


xi = A-s 


T + 

a-l-p^(x) 


OU 


X 


A'2 


. J’ 


nous repr^senterons, pour abreger, ces relations par X|=/(x), 
X = F(x 4 ). On a d’ailleurs 

K(t,) aK(x)-i-p{K'(x)’ 


et, par suite, en designant par s une fonction convenable de t, on 
peut poser 

K(xt)- ^[aK(x)+pfK'(t)], 

K'(T0 = 7[rK(x)+8jK'(T)]; 

i 


il resulte de 1^ que les quantit^s 5K('c), sK'(t), qui sont evi- 
demment des combinaisons lindaires a eoefficients constants de 
K(t)), si I’on y regarde T comme4gala^[F(x()], v^rifieront 

I’equation (yi); en d’autres termes si, dans cette equation, on 
commence par faire le changement de variable et de fonction 
defini par les relations 

ri = -57, xi=/(x), 

OU dans z, t doit etre remplace par ^(x), elle se transformera en 
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une nouvelle equation da second ordre qui admettra les memes so- 
lutions K(t )5 K'(^) que Tequation (y); la transformee sera done 
identique a cette equation (y). Cela revient a dire que I’equation 
(y) se change en elle-m^me quand on y change x yenzy. 

Or, si Ton suppose que les entiers a, [3, y, S verifier) t la rela- 
tion ao — ^y = I, on trouvera dans le Tableau (LXXXg), suivant 
les six cas possibles, que la fonction /(x) peut avoir les six 
formes x, i — x, auxquels correspondent, 

d’apres les forniules (LXXXs^^), les valeurs de donates par la 
formule ^ e’est-a-dire i, ''^5 ^ 

pas tenu compte pour ecrire cesdernieres valeurs du facteur( — i) 
qui figure dans les cas 4^ Gt 5®, ce facteur n’offrant aucun inter^t, 
puisqiie toute solution d’une Equation lineaire pent eU’e multipliee 
par une constante arbitraire. 

On obtient ainsi les resultats m^mes que nous avions annonc^s 
et dont le-lien avec la theorie de la transformation lineaire appa- 
rait clairement. 

On voit de la ni4me facon, en se reportant au n°531, que 
I’equation (yi) se change dans F^quation (y) quand on y fait Ic 
changement de variable el de fonction d^fini paries formules 



(‘) C’est maintenant un probleme qui se pose naturellement que de cJierchei’ 
a determiner les fonctions ;; et / de x, telles que Tequation (y, ) se change dans 
Tequation (y) quand on y fait le changement de variable et de fonction d^fini 
par les equations 

y, ’==}', 

Nous nous bornerons aux indications suivanles : 

En d^signant par des accents les d^rivdes prises par rapport a x, on trouve 
immediatement les conditions 

- /' /■’-/ 

z" y f , I /'» _r . . 

-= f^-f ' 1 

la premiere donne, en integrant, 

“ P-f ’ 

C est la constante d’int4gration. En portant cette valeur de 5 dans la seconde 
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Observons aussi qne requalion dlfferentielle (y) appartient au 
Ij^pe de r<5quationj etudiee par Gauss, que verifie la serie hyper- 
geometriqne (*) 







dans le cas ou I’ on suppose a ~ -r i, y i . A ce point dc 

viie, les proprietes relatives au cliangement de x en 

> 1 — X, oe sont que Fapplication a ce cas particulier de 
proprietes connues de cette equation. 


536. Nous aliens chercher la solution generale de I’equation 
difFerentielle (y). D’apres les principes que nous avons rappeles 
dans rintroduction, on sait que, si I’on considere un point Xoy 
autre que les points o,i, il existe line fonction de x, verifiant I’e- 
quation d i ffe rent! ell e (y), fonction qui est holomorphe dans toute 
aire limltee par un contour simple ne contenant ni le point o, 
ni le point i, qui, enfin» si Ton se donne deux nombres arbi- 


equalion, on Lrouve, pour di^terminer /, I’equalion difFerentielle du troisieme 
ordre 






y.-'--* X H- 


r] 


= 0; 


en remettanL a la place de / et en ne sp^cifiant plus la variable indtipendante, 
cette Equation se met sous la forme 


2dy. d'A^{<P-)L^ d'i. — (P%) — 3 d% — d-^ -h dv.^ d^v,) 


En remplacant respectivcment x, par A'-^, f-*, on met cette equation sous la 
forme que lui a donnee Jacobi 


2 ^ A'» dl dh {dl d^k~dkdH) - 3 k- {dl d^ k - d/c d^ 1) {dl k -i- dk dH) 
+ dh dk‘ = “• 


On n’aurait aucune peine k former aussi I’^quation dilKrentielle que verifie z. 
Le iecteur reconnattra sans difficulte que e'est Tequation difFerentielle du troi- 
sieme ordre que doit verifier le quotient de deux solutions quelconques de Te- 
quation (y). 

(') Voir, par cxetnple, la These de M Goursat [Annales de Vtcole Normale 
superieurSf 1881 ; supplement au tome X). 

T, el M. ~ III. 


i3 
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traires/oj/o rMuitayo pourx — Xq, tandis qiie sa derivee, an 
m^me point, est egale ayj,. 

D’apres cela, si Xq appartient au plan (? 5 ), il y aura ime solution 
de Tequation differenlielle (y), holomorphe dans ce plan, qui, 
pour x==:xo, se rMiiira, ainsi que sa derivee, a des valeurs arbi- 
trairement prescrites : si ces valeurs sont celles que prennent, 
pour X = Xo, la fonction X et sa derivee, ou la fonction et sa de- 
rivee, cette solution holomorphe dans le plan (S) ne sera autre 
que la fonction X, ou la fonction x'. 

Nous d^signerons, dans ce qui suit, par Co, C< les cerclcs de 
rayon un decrits des points 0, i comme centres, par D leur corde 
commune; par (Cq), {C^) les regions int^rieures, par (C'^,), (O') 
les regions exterieures aux cercles Co, C^, par (Do), (D^)les deux 
demi-plans, separes par la droite D, qui contiennent respective- 
ment les points 0, i; puis par (Go Ci) la region commune auxdeux 
regions (Co), (G^); par (CoC^Do) les regions communes au\ 
trois regions (Co), (C^), (Do); 

Si Ton cherche a verifier I’equation diff^rentielle (y) par une 
serie de la forme ao-f- <^^x-{- on troiive 

de suite, en substituant, puis egalant a 0 le coefficient de x'*-*, 
la relation 

(2n)^an- (2n — iy-an-u 


On en conclut que, si Ton pose 



Ja somme de la s^rie 


(Zfi — 


2 .^, 6 . . ,271 J ’ 


{GXXj ) — dZQ-f- <3|X , 

dont le cercle de convergence est manifestement (Co), v^rifiera 
Tequation difFerentielle (y). On voit de plus que toute solution 
de cette equation, holomorphe dans (Co), se reduit a la fonction 
).(x) multipli^e par une constante. 

On trouve une seconde solution de i’equation diffi^renlielle (y), 
en posant 

jK = 4(j.(x)-i-X(x)logx; 

a(x) est une fonction inconnue que I’on va determiner tout a 
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I’heure; les theories de M. Fuchs sur les equations difFerentielles 
permettent de prevoir que la fonction p,(x) sera holomorphe 
dans (Co); quant an coefficient 4 il a ete simplement introduit 
pour la comnxodite des calculs. Quoi qidil en soit, en portant la 
precedente valeur dans Tequation difFerentielle (y) et en tenant 
compte de ce que X(x) est une solution de cette equation, on 
trouve immediatement, pour determiner la relation 

ii) 4 x(x — l) — 4(i ~ -h |Jl(x) = — 2(x — [) X'(x) -- X(x). 


Si Ton essaye de satisfaire a cette relation par une serie entiere 
de la forme + + - -i-. . ou les sont 

les coefficients deja definis, que Ton introduit ici en vue de re- 
duclions ulterieures, on trouve, en egalant dans les deux membres 
les coefficients de x""^, la relation 


bn — bn^i- 


T 


7.fl — 1 


I 

211 




on en conclut que si Ton pose 


^0 — 0 , b\ — I j • • « j bfi — I '+• 

% 2 

la somme de la s^rie 


f i I 

- “h. . j 

4 2/1—1 2 a 


(CXXi) fJL(x) = 6iX + a2^>2X^^-. aabn ^-^-^* . . , 

dont le cercle de convergence est evidemment (Co); v^rifiera 
Tequation differentielle (y). 

On voit done que toute solution de P^quation differentielle (y), 
en particulier les fonctions X, x', pourra dans (Co) se mettre sous 
la forme 

(GXXi) X X(x) + B[4 p(x) -h ) (x)logx], 

en designant par A, B des constantes convenables. 


537. Avant d'aller plus loin, nous ^tudierons de plus pr^s les 
fonctions )^(x), p.(x) de maniere a obtenir des valeurs approcli^es 
de ces fonctions, en supposant |x| i. 

La formule de Tallis fournit, pour tout entier positif les 



igG 

iaegalites (') 
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(2^4~l)'ir 'JLii'K 


On poiirra done poser 


n'tz 




et Von aura I’^galite 

n = 00 

(CXX3) = s(’‘)= I — ;^log(l — H) — £{X), 

% Jmi 11 IT 

nc=:l 

Oil £(x) est line s^rie entiere en x, a coefficients tons positifs, que 
Tonpeut ecrire sous la forme 

n=:oo 

s(x) = X 2 
n=l 

et dont la somme est, par cons^uent, moindre en valeur absolueque 


Vi/J = |y.|5(i_ loga): 

M t: \%n %n-^\ J ' % 


en sereportanla la valeur o,693i47-- du logarithme nalurel de 2 , 
on voit que Ton a 


Posons de meme 


|sWl< - hi. 






(>) En faisant^= - dans la formnle (I,), on trouve de suite 


m = 00 

- = TT Pi 

7: 11 L *=«o ‘ 


m=zl 


ou Ton a pos6 


p — (2n + iy(2n + 3)^..(2/i4“ 2 A -~i)» (2/^ + 

^ (27t-H2)»(2Jt + 4p...(2/H- 2 A)* 


p p 

On a d'ailleurs, pour tout entier positif k\ < i, — ^ > i. 

’ ^ r ? 2 /i-hi ’ an 
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Tegalile 


(*(*) = 2 a«6fl5i» = ^ 2 - 21 ®«^'»'''-''> 

n = l « = 1 


entraine la suivante 
(CXX3) 


[i (x I == — logfl — x) — T, {v.}, 
tT 


OU Tj (x) ^ est uno serle entiere en x dont les coefficients 

Un — ^ 


n=:l 


sont tons positifs; on a d’ailleurs 

n = to 

1^1 (x) 1 <!'''' I 2 

n = l 

et des inegalites 


( ' u 



_ ' 

\'in 2/2 T-i/ 

71 

V2/1 

2/1 -4-1/ 


on dMuit ensuite 

h (>«) l< 1 1 1 (1 + loga) (i — log2)< 1 1 X |. 

Ces expressions fournissent des valeurs d’autant plus appro - 
chees de X(x), p(x) que la quantite [x] est plus petite. On obser- 
vera d’ailleurs que 

l0g(l-X)=:~^-~ 

qui est la seule function dont dependent les expressions appro- 
chdes de X(x) et de p-(x), est une fonction holomorphe de x dans 
(Co); le coefficient de i dans cette fonction est de signe contraire 

a celui de i dans x; il est compris entre — ^ et - * 

La partie reelle de A(x) s’oblient en retranchant la partie r^elle 
de e(x), qui est moindre en valeur absolue que de la partie 

reelle de i — ~log(i — ^)j quantity qui dans (Co) est toujours 
sup^rieure a i— ou a ; cette partie reelle est done plus 
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grande que elle ne s’anniile done pas dans (Co); non plus que 
A(x), On trouverait sans peine que le coefficient de i dans ).(x) est 
moindre, en valeur absolue, que Le coefficient de i est moindre 
en valeur absolue que | dans 7i(x) et que ^ dans [^(x). 

538. Puisque l(x) ne s’annule pas, le rapport est, dans le 

cercle (Co), developpable en une serie entiere en x; il importe de 
demontrer que les coefficients de cette serie sont tons positifs, 
qu’elle reste convergente pour x — 1 et que sa somme est alors 
egale a log 2 . 

Tout d’abord, des equations difTerentielles que vdrifient )v(x), 
[a(x), equations qui pen vent s’ecrire 

4^J(-A-i)xV(y.)] + X(x)==o, 

- O'''- |a'(x)] + [l(x) — 2(x— i)X'(x) — X(x), 

on tire ais^ment 


4 ^ 1(5^ - - >■ WF'W]j = - 1 ) : 


puis, en integrant entre les limites 0 et x, et en divisant par 
x(i~x)X2(x), 

(s) d |a(xJ _ 1 I 

^ ^ (^’ 4 ) X x(i — x)X*^(x) 


Cette egalite montre^ en passant, que, si xaugmente par valeurs 
r^elles de 0 a i, va toujours en augmentant; en effet, on a, 
dans ces conditions, 


X(x)< 



puisque le coefficient de x'^ dans le d^veloppement de l(x) est le 
carrd du coefficient de x” dans le developpenaenlde ~ — > coeffi- 

/l — X 

cient qui est moindre que un : la deriv4e du rapport est done 
positive; ce rapport croit de 0 a log 2 , Hmite vers laquelle il tend 
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qiiand x tend vers \, comme il resulte immMiatement des valeurs 
approchees de X(x), ji.(x). 


L’egalile (e) inontre quele developpement de s’obtiendrait 

alsement si Ton avail celui deTr! — ; cherchons d’abord celui de 

X^(x). En formant I’equation diffei'entielle lin^aire que vm'ifient 
les carres des solutions de T^quation (y), on troiive sans peine 


■3 


I — 2X 

x(l — x) " 


X^(l-X)2 


I I — 2X _ 
9. X-(l — X)2'^ ” 


0 , 


et, si Ton cherche a vm'ifier cette equation par une solution de la 
forme H- x 4 - aax^ H- . . . , on obtient aisement la relation re- 
currente 

(;i - «/i) = \)oLn, 


qui, avec les conditions ao-— i, a^ = determine completement 
les coefficients a/^ du d^veloppement de 5.-(x). Tous ces coeffi- 
cients sont manifestement positifs, et I’equation recnrrente 
montre, en raisonnant par induction, qu’ils vont en decroissant; 
il en resulte que la fonction 

(i — X))v2(x) =: — i)x-™..,-t- (a;j— a«_i)x'^-4. .. 

est de la forme i — j3<x — coefficients j3^, 

P 2 , ■ • • ^tant positifs. Si I’on se reporte a la valeur approchee de 
X(x), on voit que, lorsque x tend vers un, (i — x)l-(x) tend 
vers o; il faut done, lorsque x tend vers un par des valeurs posi- 
tives, que p^x-i- • • tende vers un, ce qui, puisque tons 

les p sont positifs, ne pent avoir lieu sans quelaserie pi + P 2 “H*** 
soil convergente et ait une somme 6gale a un. Il en resulte que 
pour tout point de (Cq) la valeur absolue de piX 4 - + 

moindre que un, et I’on pent 6crire 


(.->c)X^-(x) 


“1-4 ^ ( pi X -4 "4 • • > 


le second membre est d^veloppable en une s^rie k coefficients 
positifs; il en est de m^me 4 ^ de ; mais, quand 
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*/ tend vers i, ce dernier rapport tend vers log 2 ; il faiit done quo 
la serie qui le represente soil convergente pour x : ~ r , eL ail une 
somme egale aloga. 

Tons les coefficients de la serie qui represente soul evi- 
demment rationnels. 


o39. Puisque Pequalion dilfei'enticlle (y) ne change pas qiiand 
on change x en i — x, il esl ciair que, dans le cercle (Ci), elle ad- 
mettra les solutions 


X(i~ X), 4 [x(i — Xi-f- X(r- x)log(r— X). 

Les deux cercles (Cq), (Ci) ont une partie commune (CoCi), 
qui appartient Lout eatiere au plan (^). Nous adopterons, pour 
celte rdgion, les determinations de logx, log(i “ x) qui ont ete 
precis^es au n° S23; en particulier, si x est r^el (compris entre 0 
et i) les logariihmes seront reels. Dans celte m^me region les so- 
lutions qu’on vient d’indiquer doivent ^tre des fonctions lineaires 
a coefficients constants des solutions X(x), 4 p(^’) + logx qui 
conviennent a la meme region, e’est-^-dire qu’on doit avoir, cn 
d^signant par A, B, A', B' des constantes, 


( 4 — X) — log(l — Xj “ A'X(x) h-B'[ 4 pW •T-X(x)l0gx], 


Nous d^terminerons ces constantes en supposant x rdel. En 
rempla^ant, dans ces identites, X(x), p(x), X(i —x), u(i x) par 
les expressions du n‘^ §37, elles prennent la forme 






4 log 2 




I 4hMog2 TT , - 

logx — — l0g(l — X) P(X) rtr 0, 


oil a(x) et ^(x) desigiient des fonctions de x dont les valeurs abso- 
lues restent inferieures k des n ombres fixes quand x s’approche 
de 0 ou de I, comme il est aisd de le voir en se reportant aiix li- 
mites obtenues au n® §37 pour £(x), 7i(x) et en observant que 
xlogx tend vers 0 avec x et que logxlog(i — x) tend vers 0 quand x 
tend vers o ou vers i. 
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11 csl clair alors, en faisanl tendre x successivement vers o ou 
vers I, que les dernieres egalites ne peuvent subsister sans que 
les coefficients de logx, log(i — x) soient nuls; on a ainsi qiiatre 
equations pour determiner les constantes A, B, B', et Ton 
trouve 


TT 7C 

TT TT 


On pourra, si I’on veut, resoudre les equations (J^) par rapport 
a l(x), 4 on obtiendra immediatement le re- 

sultat en changeant dans ces equations memes x en 1 — x. 

Ges equations sont valables tant que x reste dans la region 
(CoCi); dans le cercle (Co), en dehors du cercle (C^), Jes fonc- 
lions X(i — x)j [xf i — x) n’ont pas de sens. Si Ton adoptait dans 
le cercle (Co), oh les fonctions ).(x), p.(x) ont une signification 
precise, comme d^ficition des fonctions A(i — x), [jl(i — x) la 
signification qiii I'esulterait des equations (!^) elles-m^mes, on ne 
ferait que continuer ces fonctions en dehors du cercle de conver- 
gence (Cl) des series qui les d^finissent (n°® Sl-52). 


540. Les formules precedentes nous fournlssent de nouvelles 
expressions des fonctions X, x'. En effet, x etant une fonction ho- 
lomorphe dans le cercle (Cq) ne pent differer que par un facteiir 

constant de X{y .) ; pour x ^ o, X est egal a }.(x) a i ; on a done 
(GXXo) ‘ x(xj^^X(xJ. 

D’ailleurs x'(x)est^gal ax(i — x)ou a^X(i — x); on a done, dans 
la region (CoCi), 

(CXXj) + 

Cette derniere formule n’est ^tablie que pour la region (CoCi); 
mais elle subsiste tant que les deux membres sont holomorphes, 
e’est-a-dire dans toute la region du cercle (Co) qui fait partie du 
plan (S), ou encore dans le cercle (Co)? lorsqu’on y a pratique la 
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conpure qiii va du point o an point — i; ^ sa valeur prin- 
cipale. 

541. La proprlete qu’a I’equation (y) de sereprodiiire dans Ics 
conditions qui ont ete specifiees au n'^ 534 permet de ni^me de 
deduire des solutions 4 + ^(^)logXj valables dans le 

cercle (Go), d’autres solutions valables dansles regions (Do), (C!,), 
(Cy), (D^), et il sera ais^ de relier deux de ces diverses solutions 
en les comparant entre elles dans une region ou toutes deux sont 
valables. II nous suffira de considerer les regions (Do) et (Do Co) 
qui comprennent le point o. 

La region (Do) est caracterisee par Ja condition i ; il 

r^sulte d’ailleurs du 534 que Tequation (y) admet dans cette 
region les solutions 



La premiere fonction est reguli^re au point o; en ce point elle est 
egale a i, si I’on adopte pour le radical la determination qui se 
reduit a i pour x o. On a done, aux environs de x = o, 



puisqu’iine solution de Tequation (y), reguliere au point o, ne peuL 
difierer de )^(x) que par un facteur constant (n® 536). Cette ega- 
lite subsistera dans toiite la region (CoDo) ou les deux membres 
sont holomorphes. 

Quant a la seconde solution, nous la remplacerons par la fonc- 
tion 




qui n’en differe que d’un certain nombre impair de fois 

par consequent, v^rifie aussi I’^qua- 

tion (Y).Dans la moitie du plan (6) qui fait partie de la region (D,), 
F(x) sera une fonction holomorplie de x, en adoptant pour 
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log et — X les valeurs (principales) specifiees au n“ B23. 

Envisageons, dans la region (CoDo), modifiee parla coupuredii 
plan (S), la solution F(x) — 4 u.(x) — )i(x)logx de I’equation (y). On a 


F(x)-4[i(x) ->.(x)logx- 4 






le second membre, si I’on tient compte des 6galit4s 


X(x) = 

se reduit 




^logx — log(i — x), 


4 




— X(x)log(i — X); 


cette quantile est done une solution de I’equalion (y) : elle est 
reguliere au point o, s’annule en ce point; elle est done identi- 
quement nulle dans la region (CoDo). Par suite, dans la region 
(CoDo), modifl4e par la coupure du plan (5), on a 


Les deux Equations (tj) pemettent d’exprimer les fonctions 

(sT^) fonctions ou iuver- 

sement, etde continuer les premieres fonctions dans toutle cercle 
(Go), ou les fonctions X(x), p.(x) dans loute la region (Dy), a I’ex* 
ception des coiipures. II est ais^ d'en conckire d’autres formules 

de passage, en changeant x en i “-x, puis x en mais nous nous 

bornerons k ^tablir les formules de ce genre, pour les fonctions 
x(x), X^(x), qui sont notre objet essentiel. 


S42. Observons d^abord que, si Pon veut, par exemple, relierles 
fonctions x(x), x'(x) aiix fonctions X 

vient de rester dans une region ou toutes ces fonctions sont holo- 
morphes : les deux premieres sont holomorphes quand le point x 
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X 

reste dans le plan (S) ; les deux secondes, quand le point restc 

dans ce m^nie plan : les quatre fonctions seront done liolomorphes 
si Pen assujeLtit le point x a raster soit au-dessus, soit au-dessous 

de Faxe des quantiles reelles : car alors sera imaginaire 

% • 

comme x; mais, si x etaitr^el compris entre o et i, serail 
reel, neg^atif, done figurd par un point sitiid surune coupure de (g). 
La m^me observation s’applique aux nombres i— x, 

; si X reste soit au-dessus, soil au-dessous de Faxe des quan- 
tiles reelles, les fonctions 

toutes holomorphes. II 
convient d^observer encore que le coefficient de i a le rn^me 
sisne dans x, — ~ el - — - et un signe contraire a celui-la dans 

t3 7 1 _ X V, o 


S43. Nous conviendrons, dans toutes les formules qui suivent 
et qui comportent un double signe, de prendre le signe superieur 
ou le signe inferieur suivant que le point x est sitiie au-dessus on 
au-dessous de Faxe des quantiles reelles. Supposons d'abord que 
le point X appartienne k la region (CoDo) ; on aura alors, en 
appliquant les formules (CXXol, 






dans le second membre de la derniere equation le logarithrae a sa 
valeur principale; on a d’ailleurs (n® 523) 


log 


i6(i — X) 


= log 


i6{x~-i) 


:v:i. 


suivant que le coefficient de i dans —— est positif ou negatif, 
ou, si Fon vent, suivant que le coefficient de i dans x est positif 
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ou negalif : on a done, en tenant compte des relations (*/)), 

X ^ /i— )cX(x), 

d’ou enfin, en appliquant encore une fois les formules (CXXo), 

V v/i — X.x(x), “ \/i-'’/^[x7xj± tx(x)|. 

Les deux formules auxquelles nous parvenons ainsi, ne sont eta- 
blies que dans la region (CoDq); mais elles sont valables tant que 
les divers membres restent holomorphes, e’est-a-dire tant que le 
point X reste soit an-dessus, soil au-dessoiis de I’axe des qiiantites 
r^elles. 

Si, dans ces formules, on change x en i — x, et si I’on n’oublie 
pas que les coefficients de i dans x et dans i — x sont de signes 
contraires, on troiive 

X — x) ~ /xx'(x)’ 

- /xK(i — x;.- {X(i -k)] - /z [xc/.} -ix'fzjj. 


On a d’ailleurs 



Finalement, on obtient le Tableau de formules qui suit, ou la 
signification du double signe a ete precisee plus haiit, 


j x(i — x)"x'(x), x\r— x)^x(x), 

(CXX.) " (t^:) “ ±«(x)i. 

p(^) ='■(;) 
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o44. II est bien ais4 de conclure de ces formules que le coeffi- 
cient de i dans le rapport est loujours corapris entre — i et 
+ I . Placons-noiis, en effet, dans le cas ou le coefficient de i dans x 
est posilif. On tire alors des formules (CXX,) 


X 



V(x) 

x(x) 


-h i: 


d’allleurs le coefficient de i sera n%atif dans mais (n“ S24) 
le coefficient de i est toiijours de signe contraire dans x ct il 


sera done negalif dans et posilif dans le premier membre. II 


x(x) 


x'f-/.') 


faut done que le coefficient de i dans '—r^ soil compris entre — i 

et 0 . On A^errait de meme qu'il est compris entre o et i, lorsque 
le coefficient de i dans x est n^gatif. On voit encoi'e qu’il n’est ja- 
mais nul, sauf dans le cas ou x estr^el, compris entre o et i (^). 


o4S. Lorsque le point x en restant dans le plan (S) s’approche 
d’lin point determine d’nne coapure, aulre que le point o oulc 
point I, X etx' tendent vers des limites determinees, puisque co 
sent des solutions de Tequation differentielle (y)j lesquelles pen- 
vent toujours etre continuees le long d’un chemin determine quel- 
conque ne passant ni par le point o ni par le point i* Ces limites 
apparaissent d'ailleurs immediatement sur les formules (GXX^). 

SupposonSj par exemple, que le point x s’approche d’un point 
Xi de la coupure de droite, en restant dans la partie superieure du 
plan (to); on aura 



{ ’) Dans le ra6me ordre d’idees, il est aise de demontrer le th^oreme suivant : 
Le parallelogramme dont les c6t4s sont respecUvement o, x, X4- zx', zx' est de- 
compose en deux triangles acutangles par la diagonale qui joint les deux som- 
mets X, zx' si le coefficient de i dans % est positif, par la diagonale qui joint les 
deux sommets o, x-i- zV, si le coefficient de z dans % est negatif; lorsque % est 
positif, compris entre o et i, le parallelograrame est un rectangle. 
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Les fonctioDS ('^j continues quand x s’approche 

de x< et tendent vers des valeurs rdelles et positives 

( T \ ^ 

-J; ^ tend vers la valeur r4elle et positive et Ton a 


lim [x'(x)] = -4r x' /"— ) • 

X = Xi /xi 


Rien n’emp^che de regarder ces liniites comme etant les valeurs 
dex(xj), X'(x() qiii n’onipas encore ete definies; les fonctions 
x(x), x'(x) sont alors definies siirle hord superieur de la coiipure 
qiii va du point i a + ^ 0 , cn suivant Taxe des qnantites positives; 

x' (y. ) 

la partie r^elle du rapport j - est encore positive, puisque 
X^^j etx^^“^ sont positifs et la continuite montre queTequa- 


tion en = est encore verlfiee quand on suppose 

zx'(xt) 

X(xi) * 

On pent, si Ton veut, modifier la definition du plan (G),de ma- 
ni^re ^ faire rentrer dans ce plan le bord superieur de la coupure 
de droite*, mais on n’y fera pas rentrer le bord inferieur de ma- 
niere que les fonctions x'(x), x(x) soient unwoques dans tout le 
plan (g). 

On voit alors, sur les deux derni^res formules (CXX4), que 
si X tend vers le point Xf en restant dans la moiti^ inf^rieure du 
plan, x(x) et x'(x) tendent vers les limites 


r 

/xi 



= XCXj) -- 2tV(Xi}, 


= X'(X). 


La coupure de droite devient ainsi une ligne de discontinuite. 

Les m^mes observations s’appliquent a la coupure de gauche, 
relative aux valeurs negatives de x; mais, pour conserver la sy me- 
tric du plan ( par rapport au point il convient de definir les 
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fouctions x(x), X^(x )5 quand x s’approche du point Xo de la cou- 
pure enrestant dans la partie inferieiire dn plan; en sorte que 
pour cetie coupure, c’est sur le bord inferieur qne les fonctions 
seroftt definies, par exemple, paries formules 


X'(xa) := r X 

v/l — */.>L \I-— ^2/. 


On fera encore rentrer le bord inferieur de la coupure de gauche 
dans le plan ((s). On voit alors que, si x tend vers le point en 
restant dans la moitie siiperieure du plan, x(x) etx'(x) tendenl 
vers les limites 


r 


V'l — xa 



= XIX2), 


— X'(/v2)~‘2iix(X2), 


La coupxire de gauche devientdonc, elle aussi, ligne de disconti- 
iiuite, Les propri^tes etablies pour I’ancien plan coup6 (^) sub- 
sistent apres les modifications qu’on lui a fait subir et qui per- 
mettent de regarderles fonctions X, X' comme definies partouf, 
sauf aux points o et i. 

Les formules (CXX4; subsistentd’ailleurs pour toules les valeiirs 
de X, autres que 0 et i ; lorsque x est reel, il faiu toutefois faire 
attention, pour les formules qui comportent un double signe, a 
prendre le signe superieur ou inferieur siiivant que x estpositif 
ou negatif et a regarder, quand x est negalif, v comme ^gal a 
— ijy — xj, et quand x est positif, plus grand que un, y/i 
comme egal a — ^ | y'x — i | . 


546. Nous aliens maintenant envisagerles fonctions analjtiques 
de X que Ton obtient en continuant les series entieres qui, aux en- 
virons d’un point Xq du plan non complete, coincident avec les 
developpements de x(x) et de x'(x). 

On voit sur T^quation diff^rentielle (y) que Ton peut continuer 
ces series de proche en proche le long d’un chemin quelconque 
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ne passant ni par le point 0 ni par le point i, mais traversant un 
nombre quelconque de fois les deux coupiires. 

Les fonctions ainsi continuees n’offrent plus, comme x(x) et 
X'(x), des discontinuites qiiand on traverse une des coupiires, 
mais ce ne sont plus des fonctions univoques de x et elles ne coin- 
cident plus en general avec x(x) et x'(x). 

Pour les comparer aux fonctions univoques X(x) etx'(x), consi- 
derons d’abord deux fonctions Y et iY^ de la variable x qui, aux 
environs d’un point Xq situe en dehors des coupiires, admettent 
les m 6 mes developpements en serie entiere, en x — xo, que les 
fonctions aX-h^fx', yX+ 3 /x', ou a, | 3 , y, 0 designent quatre 
constantes reelles dont le determinant ao — jiy ne soit pas nul. 
Fixons un chemin quelconque (R) partant du point Xq et ne pas- 
sant ni par le point o ni par le point i ; les fonctions Y, iY\ ^tant 
comme les fonctions X, zX' des solutions de I’equation differen- 
tielle (y) pourront etre continuees tout le long da chemin (R), 
Tant que ce chemin ne rencontrera aucune des deux coupures, 
elles ne cesseront pas de coincider avec les fonctions ax-l-pzx', 
yx + Six'; il resulte de T^tude que Ton vieiit de faire de la 
discontinuite des fonctions X, X^ quand on traverse la coupure 
0. . . — 00, que Y et zV coincident respectivement, apres qu’on a 
traverse cette coupure, avec 

y = (a±2P)xH- Pix', 

(yzh 28) XH- oix', 

OU il fant prendre les signes sup&ieurs ou inferieurs suivant que 
Pon traverse la coupure en allant du haut du plan vers le bas, ou 
du has du plan vers le haut; de meme, Y et zV, aprfes que Ton a 
traverse la coupure 1...+00, prennent respectivement les va- 
leurs 

ax-h (P ipaa) zx', yx -h (0 iji2Y) zV, 

OU il faut prendre les signes superieurs ou inferieurs suivant que 
Ton traverse la coupure de bas en haut ou de haut en has. Par 
consequent, en un point quelconque x^ du chemin (R) les fonc- 
tions Y, zV peuvent etre representees par des expressions telles 
que ax + 6 zx', cx + ou Pon rappelle encore que X, j! sont 
des fonctions univoques et ou les coefficients a, 6 , c, dont le 
T. et M. - III. 14 
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determinant ad--- be est 6gal a aS — Py, dependent de a, p, y, 5 
et de la fagon dont on a traverse les coupures; les differences 
6 — p, c — y, rf— S sont des fonctions lin^aires de a, p, 
y, S dont les coefficients sont des entiers pairs. 

547. Si Ton voulait se replacer an point de vue des n°® 147, 
148, 149 et envisager a, p, y, o coinme les coefficients d’line 
substitution 



permettant de passer des nombres X, fx' aux nombres Y, fv', on 
pourrait dire qiie I’effet du passage par une coupure consiste a 
multiplier la substitution S par Tune ou I’autre des substitutions 

du n® 148; en sorte que la substitution s’obtient 

en multipliant S par un produitde puissances paires, positives ou 
negatives, des substitutions T, S. Un tel produit est ^videmment 
une substitution lineaire appartenant au premier des six types du 
Tableau (XXg). Reciproquement (^), toute substitution lineaire 

(y s) (~Y — s) typ® 1“ Tableau (XXe) 

est un produit de puissances paires de substitutions T et V. En 
effet, conservons les notations du n° 148; on peut toujours deter- 
miner un entier positif ou negatif p tel que dans I’identite 



'OU Ton a pose ai =a — 2pj6, y, =:y — - 2 pS, la valeur absolue 
de soil plus petite que celle de ^ ; le determinant S — |3y^ 
est egal i et la parite des nombres a|, y< est la meme que celle 
4es nombres a, y. De m^me on peut toujours determiner un entier 
positif ou negatif v tel que dans Pidentite 



(M Fozrla vingt-cinqui^me Lecon du Cours aulograpliid de M. HermilC; d^oQ 
sont tires plusieurs des pr6sents r^sultats. 
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de soit moindre que celle de ; le determinant a^ 3 ^ — 
est egal a i et la parity des nombres Pi, est conserv^e. Par re- 
petition de ces deux op^i'ations on parvient n^cessairement a ime 

substitution de la forme ou est egal a i et ou est 

un nombre pair. Si a! esl egal a +1 le th^oreme est demontr^ 
puisque Q, = Tt'; si 0! est dgal a — i, il suffira de multi- 
plier la substitution _ g j par les m^mes puissances paires 

de T et de V pour parvenir a une substitution ou a' est ^gal a + 1. 

§ 48 . Reprenons les notations du § 46 ; nous aliens montrer 
que les fonctions Y, y' ne s’annulent jamais le long du chemin (R), 

et que la partie r^elle de — est du meme signe que aS — Py. En 

elFet, posons en designant par \ a des nombres 

r^els dont le premier est (n° § 24 ) essentiellement positif; nous 
aurons 

y = ax - 1 - bi-s! = (a — ^ [ji 4 - b'ki)x, 
iY'= cx =■ (c — 

Puisque X n’est pas nul non plus que \ on voit que aX-j- 6iX'j 
par exemplcj ne peut s’annuler que si 6 et a sont nuls ; s’il en ^tait 
ainsi Y serait nul sur une portion finie du chemin (R) et, par 
suite, identiquement nul, cas que nous ^cartons. D'autre part, la 

partie r^elle du rapport - est egale a 

\{ad — he) ___ X(a§ — , 

62X2-f-(a — ^2X^4- (a — 

la seconde partie de F^nonce est done etablie. 

On voit aussi, en passant, si Ton imagine une aire limit^e par 
un contour simple conteuant a son inlerienr le point Xq, mais non 
le point 0 ou le point i , et si Fon definit les fonctions Y, comme 
des fonctions holomorphes qui v^rifient F^quation diflferentielle 
lineaire (y) et qui, aux environs de xq, coincident avec ax+ 

yx + Six', que le I'apport - resle holomorphe dans I’aire consi- 

d^ree et que sa partie r^elle y conserve le m^me signe. 
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549. Supposoas maintenant que I’on ait 

a=:i, P = o, Y — ®i 0=1, 


en sorte que, au point xo, les fonctions Y, jy' coincident avcc X, 
i%!; les valeurs qu’elles peuvenl acqu6rii' en un point quelconque 
du plan, en snivant, apartir de x, un chemin quelconque, sonl de 
la forme aX4- 6{X', CX-+- i?ix', ou a, b, e, cfsonl les coefficienls 
d’nne substitution Ib^aire appurtenant au type i“ du Ta- 
bleau (XXj); reciproquement, on peut leur faire acqudrir toules 
les Yaleurs de cette forme, en suivant un chemin convenable, 
comme il resulte de la composition d’une substitution de ce type 
au moyen des puissances paires des substitutions T et V. Aucune 

de ces valeurs n’est nulle; enfin, le rapport - a toujours sa parLie 


I'eelle positive, et Ton peut, par consequent, construire les lone- 
tions S D^s lors, on voit que F^quation ^2 (t) = x est 


tf 

aussi bien v^rifi^e en prenant pour x le rapport — que le rapport 
en efFet, puisque I’on a 


i\' 

T 


c-i-d~ 
X 

a+b — 
X 


et que la substitution ^ appartient au type i" du Ta- 
bleau (XXo), on a 


A* 



r4sultat que la theorie de la continuation permeltait de prevoir. 


550. Pla^ons-nous maintenant a un autre point de vue et en 
continuant de designer par x, x' les m^mes fonctions de x, uni- 
voques dans tout le plan (S) compl^b comme il a expliqu^ par 
I’adjonction du bord sup^rieur d’une des coupures et da Lord in- 
f^rieur de I’autre, envisageons I’^quation 

sxTx) _ 
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Oil X est Pinconnue et ou t est un nombre donne dans lequel le 
coefficient de i est positif 

Si cette equation admet une solution, cette solution ne peut 
^tre que le nombre en vertu dePidentit^ en x, 



Poursavoir si^-(T) est effectivementune solution, remplaQons x 
par (t) dans le premier membre de P^quation proposee : ce pre- 
mier membreprend une valeur determineeTi, puisque(XXXVIl6, 7) 
le point n’est ni le point 0, nile point i, et appartient par 
suite au plan (g) complete. Mais la meme identite en x, quand on 
y remplace x par montre que Pon a = A^(T^) et, par 

consequent, que Pon peut passer de t a par une substitution li- 
n^aire du type 1°: Pequation proposee n’est pas necessairement 
verifiee, mais, le nombre t etant donne, il existe quatre nombres 
entiers a, c, d qu’on peut regardercomme les coefficients d’une 
substitution du type 1°, et tels que Pon ait 

cx(x) + 

" ax(x) -h 

quand on remplace X par A 2 (t); ou encore, il existe un chemin 
ferme partant de x et y revenant, tel que Pon ait, pour x = (t), 



en designant par y(x), Y^(x) ce que sont devenues les fonctions 
x(x), X^(x) continu^es le long de ce chemin. 

Inversement, toute Equation de la derniere forme, ou Pon en- 
tend que y(x) et Y^(x) peuvent ^tr 6 obtenus pardes continuations 
qiielconques de X(x), x'(x) ramenant x a son point de depart, ad- 
met done la solution x = k^{i). Elle n’en admet pas d’autres : en 
effet, Y, y' ne peuvent avoir que des determinations de la forme 
aX+ bii!, cx + dix'j ou a, 6 , c, d sont des entiers appartenant 
au type 1°; mais Pegalite 

— cx{Y.)’^di\\y.) 

“ y(x) ax(x}H-6tx'(x) 

6 quivaut a celle-ci 

rx7x) — c + aT 
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qui ne peut admettre d’autre solution que 


jc = A-2 


/ — c + at 
\ d — 




d’apres Tobservation faite au d^but de ce numdro; les nombresrf, 
— &, — a appartiennent d’ailleurs, comme les nombrcs 6, 
c, ail type i%‘ on a done 




U equation oii Y et sont les fonctions dc x prdco- 

demment definies, 06 x est I’inconnue et t: un noinbre donnd dans 
lequel le coefficient de i est positif, admet done la solution uni- 
voque X = et admet que cette solution, Cc resultat, si- 
gnale par M. Fuchs (^) est un point tres particulier de la tli6oric 
des fonctions auxquellesM. Poincare a donne lenom de fonctions 
fuchsiennes. 


III. - Calcul effectif de 0)1, 0)3. 


551 . Lorsque la valeur absolue de x est plus petite que i , les 
formules (CXX2) permettent de calculer {-) x(x) et X^(x). 


(*) Journal de Crelle, t. 83, Lettre M. Hermile. 

(2) Quoique le calcul des x(it), x'(Tt) par les senes lorsque Ton 

a 1 % 1 < 1 , ne soil pas avantageux, k moins que % ne soil tres petit, il convient 
de completer un peu ce que nous avons d^j^i dit ^ ce sujet (n" 536-537). 

Des formules (CXXo) on d^duit immMiatement les relations 

X (x)= j - ilog(i-x)~a()t), 

X'()t) = 2l0g2 — logir + ?(%), 

en posant 

CO ao 

a(»)=2 P(*) = 2 2] a„(log 2 -iJx». 

71 = 1 n = 1 

Les series que Ton obtient en remplagant x par i dans a (x), p(x), seSries dont 
les differenls termes sont reels et positifs, sont d'ailleurs convergentes, comme il 
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Observons en passaat qiie les deux premieres formules (CXX() 
montrent que I’on a X = x' Lavaleur correspondanle de 

— 7t — 

q = e ^ est e~^ = 0,0432189. . on eu ddduit 

(CXXI 3 ) x'(^) = = ^5Ko) = 1 . 854075 . 

Les formules (CXX^) permettent egalement de calculer dlrec- 
tement la valeur de q lorsque le point x est Tun des deux points 

comrauns aux trois lignes Co, C^, D. Pour les racines e ® de I’e- 
qualion = x, les deux dernieres de ces formules fonrnissent 

en effet la relation 



resuUe des inegaliUs demontr^es au n® 537; d^signons leurs sommes par a(i), 
p(i); ces nombres seront, d’aprcs le second th^ordme d'Abel (n® 32)^ les limites 
rcspectivcs de a(;t), P(>t) quand x tend vers i par valeurs positives plus petites 
que 1 . II est aisd de monlrcr que Ton a 

a(l)rt:p(i)=:r2 — 2 log 2 0,l845 


11 suffit pour cela dMgaler ^expression de x'(%) a celle que I’on obtient en rem- 
pla^ant x par i — % dans I’expression de x(7c), puis de supposer % reel, positif 
plus petit que i, et de faire tendre % success! vement vers o et i. 

Ces valeurs de a (i), p (i) permettent, en raisonnant comme au n“ 553, d’^valuer 
facilcmcnt une limite superieure de I’erreur que Ton commet en ne conservant, 
pour le calcul dc a(%)ou de P(x), que les premiers termes du d^veloppement. 
On a d’ailleurs, en remplagant Ics coefficients de a(x,), ^(x) par leurs valeurs 

approch^es k ^ pres, 


af7.)= 0,107 Sox 

-h 0,029 11%^ 
+ o,oi 3 27%’ 
+ 0,007 55x« 
+ o,oo/| 87%* 
+ 0 , oo 3 4 o It* 
+ 0,002 50 %’’ 
+ 0,001 92H» 


0,096 57Tt 
+ o,o 3 o 89 
+ o,oi494>t’ 
+ 0,008 77 It* 
o,oo 5 75 X® 
+ o,oo4 o6it» 
+ o,oo 3 02 
+ 0,002 34 it® 
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on en deduit ^ = ± ^ = ± / x 0,065829. La relation 



que Ton peut dediiire de chacune des deux dernieres relations 
(CXX^), met d'ailleurs en evidence ce fait que les deux quantitcs 



sont imaginaires conjuguees. La formule X = ~ p^rmet de 

calculer la premiere d’entre elles. On trouve 


(CXXI5) 


X \e 0 = 1,54369+ ix o,4i363, 
x'\6 ^ J = T, 54369 H= z X o,4i363. 


Les nombres decimaux contenus dans ce numdro sont approchcs 
a une demi-unite da dernier ordre pres. 

D’une facon g^n^rale, les formules du Tableau (CXXji) per- 
mettent de ramener le calcul de x(x), x'(x) au cas 0^ Ton a | x | < i . 
En efifet, les megaliths 


|x|>r, |r — x|>r, 


•/v 


x— r 


>t 


entrainent respectivement les in^galii^s 


en sorte que, x 6tant suppose different des deux points communs 
aux trois lignes Co, D, un au moins des nombres x, i — x, 

naoxndre que i en valeur absolue; d^si- 

gnons-le par x, ; les formules (CXX^) permettront de calculer 
X(x^), X'(x^); en appliquant les formules (CXX4) on en d^duira 
X(x),X^(x). 


S 52 . Mais il vaut mieux porter Peffort sur la determination du 
nombre 
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Quaod on aura, en eflfet, determine q , on aura x par la formula 

X ^ (0) = ^ (i -f- 2^ H- a 74 + 2^9 -f- . . ,)\ 

OU la serie qui figure dans le dernier membre converge Ir^s rapi- 
dement pour peu que q soil petit. On aura ensuite 

=log^, 

Oil il faut prendre dans le second membre la valeur principale du 
logarithme, puisque, dans !e premier, le coefficient de i est com- 
pris entre —% el^; cette formula determinera done x' qiiand on 
a calcule y et x : tout est bien ramene au calcul de q. 

Observons en passant que, connaissant q ^ on peut avoir, en 
designant par r un nombre rationnel quelconque, a calculer q ^ 

I 

(XXVIII 3 ); en parllculier, on peut avoir besoin de q ^ pour le cal- 
cul des fonctions (t^), Sr 2 (w). La determination de q^ ne com- 
porte aucune ambiguite; elle depend, il est vrai, de la valeur que 
Ton choisit pour Targument de q; mais e’est toujours la valeur 
comprise entre — tt: et + n: qu’il faut prendre pour cet argument, 
en vertu du theoremc demon tre an n° 544. 


553. Nous aliens d’abord donner une serie entiere qui permet 
le calcul de q ^ quand on a |x|<; i. (Sghivarz, FormuleSj p. 54-66.) 
Dans ce cas, on a, a cause des formules (GXXa), 






On a vu d’ailleurs, au n*’ 538, que est developpable en une 
serie entiere en x, dont on peut obtenir autant de termes que Ton 
vent; en remplagant et ordonnant suivant les puissances de x, on 
aura une expression de la forme 


9 = 2 

11=1 


(GXXIs) 
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ou tous les coefficients Cn sont rationnels et posilifs. CeLle foi'inule 
est evideoiment valahle tant qne I’on a |x|<i; de pins, lorsqu’on 
suppose qne 7 . tende vers un par valeurs positives croissantes, 

le rapport tend (n"" 538) vers loga, done q tend alors vers 
^^uos 2 ~ i; il faiit pour cela, puisque Ions les coefficients C/z sont 

n - go 

posilifs, qne la serie ^ reste convergente pour x == i et quo 

/z= 1 

sa somme soil egale a i. On pent d’ailleurs calculer autant de 
coefficients que Ton veut et Ton trouve 


Gi = 


]6 




Cs = 


21 

1024 ’ 


G4 = 


3i 

2048 ’ 


On observera que, si Ton calciile ^par cette serie en s’arr^tant 
au tenne en x'^, Terreur commise sera moindre, en valeur absolue, 
qne 

I I 2 = I x«+i |(I _ c, - C 2 - . . C„), 

pz=l 


e’est-a-dire, pour les valeurs de egales a t, 2 , 3, 4? moindre res- 
pectiveraent que 


i5 

iG 




g|.3| 


1024 ‘ ’ 2048 ‘ ‘ 


En vertti des form ales (CXX 4 ), on pent ^crire 


ry=:e 




•±7:f 



ii r^sulte de la, quand on suppose a la fois | x | < i , 
que I’on a 


M— ao /irzee 



n^l n=l 


X 


X — I 




Cette identite, si I’on ordonne suivanl les puissances de x, con- 
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duit la relation 




7i-tp (rt— 0(« — ^ 

~ — '-'/i-I 

, (« — l)(7i — 2)(n— 3)^ 

H —Ty ^/i-3 • - 


-f-O" 


1 .2. . .(/i — f) 


qui permet de calculer Cn au mojen de Ci, Co, lorsque /? 
est pair. 


534. Quand [x| est plus petit que i,oii peut tout aussi facile- 
menl calculer la valour d’uue puissance positive quelconqne de q. 
Soit, en effet, r un nombre positif qiielconque; on a(XXVIir 3 ) 


— 71/-- -'’log ,7 


oil log-j^ doit etre remplac6 par sa valeur principale; dans ces 
conditions, on a 


rlog^ 

e : 




en d^signant par i6^ un nombre positif et par x'* la determination 
spdeifide au n® 523; on aura, par consequent, 

(CXXI,) 

11 est clair que le second membre est le produit de y/' par line sdrie 
entiere en x, donl les coefficients sont tous positifs, que cette 
serie doit resler convergente pour x=t, et qne sa somme est 
alors ^gale a i . 

En parliculier, pour r = |, on aura Timportant d^veloppement 
qui suit 

(GXXIa) = ’ 

n = 0 

oil I’on sail que tous les coefficients sont rationnels et positifs, 
et que Ton a 
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On trouve sans peine 

oo = i, oi = 2, 02 =i 5, Oa=i5o, 

en raisonnant d’ailleurs comme tout a I’heure, on reconnait qu’en 

prenantj pour calculer un, deux, Irois, quatre termes, on 
cominet des erreurs respectiveinent moindres en valeur absolne 
qiie 




9 209 1 ^/Z *^97 

4096 


i»^r. 


SS 5 . Le procede quenous avons indique pour calculer Sq, So 
02, 03, ... n’est pas le seul qu’on puisse suivre : 

Reportons-nous, en effet, a la premiere des relations (CXIX^) 
que I'on peut ecrire 

i/x -3L 9- ii 

(1 + 2^ + 2^^ -h. . ^ ^ ^ • 

Nous savons qu’il existe une serie entiere en savoir 



«=o 


quij mise a la place de dans Tegalite prec^dente, la transforme 
en une identite; en egalant dansles deux membres les coefficients 

des memes puissances de^j on oblient une suite d'^quations 
qui permettent de calculer de proche en proche les coefficients So, 
0 ^, So, .... C’est ce procede qui met en Evidence, par une gene- 
ralisation immediate d’un theoreme celebre d’Eisenstein, ce fait 
interessant que les coefficients 8/^ sont des nombres entiers (^). 


(^) Void, avec les petites modifications n6cessaires ici, le resume de la de- 
monstration du theoreme d’Eisenstein, d’apres M. Hermite {Cours autographie 
de la Sorbonne)* 

Supposons que y soil li6 k os par la relation 
(i) y = 

hi 

oil z, j pen vent prendre toutes les valeurs emigres positives ou nulles, ofi los 
coefficients sont des constantes parmi lesquelles g et Ao^t sont nulles; sup- 
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556, Nous aliens maintenant donner une serie entiere qui per- 
mcL Ic calciil de q dans tons les cas. 

La relation (CXXI3) 



rt = 0 


posons qu’oa puisse satisfaire ideatiquement k celte equation en remplacant y par 
unc serie enliere en x de la forme 

( 2 ) y =z os CLDCS ’’ ..)» 

les coefficients a,, a^, ... seront des fonctions entieres k coefficients en- 

tiers des coefficients en sorte que, si ces derniers sont des nombres entiers, 

il en sera de m^me des coefficients a,,. 

Soit; en effet, en d^signant par p un entier positif et en supposant en gentol 
ot a , 

“ yp = xn\y+\ra; + a,^^x^-h... + <i„_^s)’^+. .)■, 

il est clair que a„ sera une fonction enti^re 4 coefficients entiers de a,,, a,, 
indfipendante de en substituant dans I’dquation (i), il vient 

i,j,n 

par suite, si Ton fail -h i = i 4 - / -f- /i, et que Ton egale dans les deux membres 
les coefficients de il viendra 

(z4-; = 7«-Ht) 

SOUS le signe ^ du second membre, J doit 6tre au moins ^gal a i ; par suite, le 
premier indice wi-f-i — c — j est au plus egal ^ 77t; il n’alteint cette valeur que 
pour i = 0 , /■ = i; mais, par bypothSse, est mil; il n’y a done pas, dans le 
second membre, de terrae en = a„, et les termes en qui y figurent 

sont des fonctions entieres 4 coefficients entiers de a„ si done ces 

quanlitds sont des fonctions entidres 4 coefficients entiers des A,^,, il en sera de 
mdme de or, on a a„ = A,^„ «, = A,^,a„+ A„_,a, ,+ A,^„, .... La proposition 

y/* i/~ 

est dvidente. Elle s’applique au cas actuel en supposant x = / = V ? et en 

pvenant la premidre des dquations (CXIXj) et I’dqnation (CXXI3) pour les dqua- 
lions (i) et ( 2 ). 

M. Hermite s'est occupd rdeemment des series (CXXI, ,) et de qnelques autres. 
{Bulletin de la Societe physico-mathematique de Kasan, serie 11, tome VI.) 
Entre autres rdsuliats, il dtablit le caraetdre rationnel et positif des nombres C„, 
au moyen de la transformation de Landen, et montre que les nombres sont 
entiers ; le caraetdre entier des nombres 6„ en resulte. L’illustre gdomdtre donne, 
d’aprds M. Tisserand, les raleurs des douze premiers nombres 2 *“C„ct en signale 
de curieuses propridtds arithmdtiques. 
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suppose [k|<i; si cette condition est v^rifiee, elle peut, en 

supposant ^ = e ^^^^5 ^treregard^e comme ntie identity en Si, 
en regardant pour un instant t comme la variable ind^pendanLe, 

on suppose j reel et positif et si Ton determine x par la condition 


{/x = \/k{r:) = 


3 ^ 2 ( 0 ! -c) 

2rs(o|x) 


1 J 

H- . . 

IH- 2 ^ -+- 2gr4 + . . . ’ 


q = ; 


la valeiir de x sera manifestement r^elle, positive, plus petite 
que I, on aura d’ailleurs (n^ S50) 

x(x) 

et, par suite, pour toutes les valeurs de t considdr^es, 



rt=0 




Si dans cette identite on change t en 4^^) on aura, pour les m^mes 
valeurs de t, 

n = 9e) 

ns=:0 

et, par consequent, pour toutes les valeurs de x r^elles, positives 
et inferieures a un, 


2 


4/14-1 


1{X) 


=2 


On. 


/8\‘«+‘ 
u; ’ 


en posant, comme on i’a fait au n® §29, 


3 = 

r i/ 

V I ~ X 

L’avant-derniere %alite, ^tablie pour toutes les valeurs de x 
qu’on a specifiees, subsiste tant que les deux mexnbres sont des 
fonctions bolomorphes de x, c’est-a-dire dans tout le plan (s) : on 
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pourra done, au inoins theoriquement, calciiler q dans tons les 
cas par la formule 


(CXXI4) 


SS 7 . Nous aliens montrer cju’on pent toujours s’arranger pour 
que la s^rie qui figure dans le second membre de la formnle 
(CXXI4) soil tres convergente et que, en m 4 me temps, q soil 
petit. 

La chose apparait clairement quand les donnees sont les nombres 
Yo, Ya- Oil peut, en efFet, supposer les racines £2? £3 rangees 
dans un ordre tel que les quantiles | £i — £3 1, | — £2 [? | £2 — £3 !> 

soient rangees par ordre de grandeur decroissante, e’est-a-dire 
supposer que Ton a [x|<|t — x|<i, ou encore que le point x 
appartient a la region (CoC^Dq); il suffira pour cela, apres avoir 
figure le triangle form^ par les trois points £i, So, £3, de placer £2 
au sommet qui r^unit les deux plus petits c6tes, £^ an sommet qui 
r^unil les deux plus grands. 

Pour nous rendre coinpte de la rapidity de la convergence de 
la serie envisagee, lorsque x appartient a la region (CoCiDo) ou 
a sa limite, nous chercherons d’abord k determiner le maximum 
de I j 3 |. Cette derniere quantile n’est autre chose que le rapport 
des distances du point — x aiix points i et — i; quand le 
point X reste dans la region (CoC<Do), le point ^1 — x reste 
dans une region qui est limit^e par la courbe que d^crit le point 
^i — x quand x d^crit la limite de la I'^gion (CqC^Do) : cette 
limite se compose de deux parties, d’une part Tare du cercle G<, 
compris a Pinterieur du cercle Cq? qui va, en passant par le 

point 0, du point e ■* au point e et, d’autre part, la portion 
de la droite D qui s’^tend d’un de ces points I’autre. Quand 
le point X decrit la premiere partie, le point i— x reste sur le 
cercle Cg et le point — x decrit le petit arc du cercle Co com- 

7Zl TZl 

pris entre les points e et e“ ; quand le point x decrit la seconde 
partie, le point — x decrit un arc de courbe qu’il est aise de 

TZt It t 

construire et qui relie les deux points e une dtude 
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sommaire de cette portion de coiirbe montre (^) qu’elle est com- 
prise tout entiere a I’interieur du cercle G'qui est orthogonal an 

m TTi 

cercle Co et passe par les deux points e Quand le point x 

reste dans la region (CoC( Do) ou sur sa limile, le point / 1 — x 
reste done a I’interieur du cercle C' et u’atteint ce cercle qu’aux 

deux points et e Or, sur le cercle O, le rapport des dis- 
tances aux points i et — i reste constant; ce rapport prend nne 
valeur plus petite a Tinterieur de ce cercle ; done le rapport 
des distances du point — x aux points + i et — i, lorsque ce 
point X reste dans la region consideree ou sur sa limite, est 

TZi m ^ ^ 

maximum pour les points e et mais on a,pour^i — x=:e'®, 

in in in 

P _ _ e 2v„e24 

P m in _i7r 

{ ^12 ^ 2t ^ ^ 24 

et, par consequent, tant que x reste dans la region (CoC^Do) ou 
sur sa limite, on a 

l§i^tang5<A. 

Quant i la valeur de | | pour la mfime region, elle est manifes- 

tement inferieure ou ^gale a 



n=o 


— i tang — ; j 
24 


(‘) II est aise de voir que cette portion de courbe est dtoite par le point 


e * (2 cosw) 4 quand la variable r^elle w va de — a H- ^ • Quant au cercle 
C, son centre est le point sec — et son rayon est egal tang Le point doit 

l2 12 

^tre interieur k ce cercle, ce qui se traduit par I’in^galiti^ 

i) 


, TZ U 

sec cos 77 

13 4 - 


+ Sitt^^ r 


V' 3 cos u i 


I ^ 

Y < tang* — ‘ 

4 y2cos« 


C’est un probleme de nature 6l6mentaire que de montrer que cette inegalit^ est 

v6rifi6e quand u varie de — ^ Si -h | • 

0 0 
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et, par consequent, a 


. t: 


or, la s^rie dont la valeur absolue figure dans le second membre 

n’est autre chose que la valeur de q pour % = e , valeur qiii a 
ete calculee an n° 551 ; on a done 


\q\U 2 <A, 

pour tons les points x qui appartiennent a la region (CoCiDo), 
OU a sa limite. 

Dans ces conditions, en calculant q au mo;yen des v premiers 

oo 

termes de la serie, on coinmet une erreur egale a ’ 

n = V 

quantile dont la valeur absolue est moindre que 




c’est4-dire que 

1 n Ir.i ii/ I-N 

00 

puisque Ton a vu que dgale a i. On trouve 

n=0 

alnsi que, en prenant un, deux, trois, quatre termes, I’errcur 
commise est moindre que 

done sfirement plus petite qu’une unite du quatrieme, huitieme, 
onzi^me, quinzieme ordre decimal. 

Pour les valeurs reelles positives de x, plus petites que on 
aura 


T. et M. - III. 
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X I \ 

558* Ayant calcule q, X, x' puis < 0 ,::== 7 ====, ( 0 ;,== 

on obtiendra ’/], par la formule (CX 2 ) par exemple, ou la serie 
en converge rapidement puisqiie q^ csL plus peliL en valour 

absokie que oUj mieux encore, par la formule (XXXlXj); 

on obtiendra ensuite vis par la formule (XXVlIk), K, 

E, par les formulas (CXIX 4 ^o) et (CII). 

On a ainsi tontes les quantUiSs necessaires poiirlc cnlciil dcs 
fonctions S, o', sn, cn, dn, ij, j), 

559. Ce qui prdcMe suffirait a la rigueur; loutcfois, il est sou- 
vent avantageux de ne pas fixer tout d’abord, comme nous i’avons 
suppose, Fordre des quantiles Si, £ 2 , £3 ks conditions 

I £1 — £ 3 1 =1 — ^ 2 ) = 1 Sa—Ssl’j 

OU bien, si c’est le nombre x qui esL donnd directement, comme il 
arrive quand on se sert des fonclions de Jacobi, cc nombre pent 
ne pas satisfaire aux conditions | x | < | x — 1 1 < 1 ; il est done no- 
cessaire d’expliquer avec des details suffisants comment on peuL 
cependant ramener les calculs a se faire avec lam^me facility que 
dans le cas pr^c^dent. 

Il convient tout d’abord de completer les observations que nous 
avons deja faites sur la facon dont les points 

correspondent au point x. 

Convenons de dire de deux points qu’ils sont symetriques par 
rapport a un cercle quand ils sont situes sur un ra^me diam^tre 
et qu’ils divisent harmoniquement ce diam^tre, ou encore, ce qui 
revientau m^me, quand ils se changent Tun dans I’aiUre, par Tin- 
version dont le centre est le centre dii cercle et la puissance le 
carr^ du rayon dii cercle. Cette definition comprend la d>^fmition 
de la symelrie par rapport a un axe; elle ne s’appliqiie pas a la 
sym^trie par rapport a un point, pour laquelle nous conservons la 
definition habituelle. 

La virile des propositions suivanles apparait immediatement 
sur la figure. 

Les points x et 1 — x sont symetriques par rapport au point 
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Les points symetriques par rapport au point -j sont res- 

pectivement les symetriques par rapport a I’axe des quantiles 
reelles et a la droite (D) dii point symetriqiie du point x par 
rapport au cercle Cq. Les points et symetriques par 

rapportau point sont respectivement les symetriques par rapport 



a I’axe des quantites r^eiles et k la droite (D) da symetrique du 
point X par rapport au cercle G|. Quand le point x d^crit 1 une 

des trois lignes Coj Ct, D, les points -> ^31^’ ^ ~ x 
d^crivent aussi, chacun, quelqu’une de ces trois lignes. 

II esl ais6, d’apr^s ces reraarques, de dresser le Tableau suivant. 
Les six regions dans lesquelles peal se trouver Tun quelconque 
des points X, ^ 6niim6rdes dans la 

coionne verticale qui porle en tfite Tatfixe de ce point, et les six 
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points sonl loujours respectivement dans les rcjgions dont Ics sym- 
boles figurent dans ime nieme llgne horizonlale ; ainsi, si Ic point x 
est dans la region (C'), le pointy--^ cst dans la r(5gion (Co). 



‘4 

1 

1 


X — I 


'A — I 

X 

I — X 


X 

(Co) 

(Do) 

(C'o) 

(DO 

(Cl) 

(C'O 

(C'o) 

(D,) 

(Co) 

(Do) 

(C'O 

(C.) 

(Ci) 

(c;) 

(DO 

(C'o) 

(Co) 

(Do) 

(c;} 

(C.) 

(Do) 

(Co) 

(C'o) 

(DO 

(Do) 

(Co) 

(C'O 

(GO 

(DO 

(C'o) 

(D.) 

(C'o) 

(GO 

(C'O 

(Do) 

(Co) 


Chaque point qui n’esl pas sur nne ligne de separation appar- 
tient k la fois h trois des regions (Co), (C'„), (C,), (C',), (Do), 
(D,), c’est-a-dire qu’il se trouve dans I’une des six r^ions ddsi- 
gnees, d’aprds nos conventions, par les symboles (CoG,Do), 

(DoC;Co), (c;d,c;), (c;DoC;), (c^CoDo, (d.c;co. a rd- 

sulle du Tableau prdcddent que, si le point x est dans la premiere 
rdgion, les cinq points i, i — x, y— sont respecli- 
vement dans les cinq suivantes, et que, suivant que le point x est 
dans la deuxidme, la troisidme, la qiialrieme, la cinquidme ou la 
sixidme, c’est le point -i-, i — x, qui est dans la 

premidre; ddsignons, dans tous les cas, ce point parxo. On obser- 
vera sur le Tableau (LXXXj) que Xo est prdcisdment dgal a la va- 
leur que prend dans le cas dont le numdro d’ordre est celui de 
la rdgion ou se trouve le point x. 

560. On calculera d’abord la quantitd 
(CXXII,) 1° 

l-f. y/ 1 Xq 

qui sera, comme on I’a vu au n® 557, plus petite en valeur absolue 
que puis la quantitd 

« = 0 


(CXXII,) 
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qiii sera plus petite en valeur absolue puis les quantiles 

x(xo), x'(xo), T = ~^, comrae on I’a explique au n" So2. Les 
formules (CXX^) fourniront les valeurs de x(x), X^(x) au moyen 
de x(xo), x'(xj), et celle de T au moyen de x; on en d^duit I’ex- 
pression de x = ~7^ moyen de T = , et celle de T au 

moyen de t; ces expressions sont de la forme 

_ rh — c — ai _ c'H-r/'r 

^ « -i- ^ d — br a'-f* b' r ^ 

Oil a, c, d et(5t', 6', c', designent des nombres entiers; on les 
trouvera, pour chacun des six cas envisages, dans les deux der- 
nieres colonnes du Tableau suivant, ou Ton doit prendre, ainsi 
qiie dans Loutes les formules suivantes, les signes superieurs ou 
inferieurs suivant que le coefficient de i dans x (et non dans Xq) 
sera positif ou negatif : 


NUMLUOS 

d’ordre de 
la region 

% EST D \NS 

la region 

EXPRESSION 

de au 
moyen de x 

EXPRESSION 

de T au 
moyen de t 

LXPREfcSlON 

de T au 
moyen de T 

J 

( Go GjDo) 

X 

X 

T 

11 . .. 

(GoC'.Do) 

X 

X — I 

q: ( -h 

± IH-T 

Ill ... . 

(G'oG;d,) 

I 

iqiT: 

T 

i±; T 

IV 

(C'oG'iDo) 

, 

— I 

— I db T 

1 — X 

+ H-T 

T 

V. . . 

(GoGj Di) 

I ~ X 

I 

t: 

I 

T 

VI 

(G'oCiD.) 

Z — I 

X 

— I ± t: 

t: 

I 

dz r — r 


561. On pourra, si Ton veut, calculer q au moyen de t. Toute- 
fois, il est avantageux de faire les calculs nnm^riques au moyen 
des sdries | t) pluLot qu’au moyen des series |t) a cause 
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de la rapide convergence des premieres; anssi convienl-il de don- 
ner pour chaque cas I’expression des series V | t) au moyen des 
series 2 i((^[t). Cette expression resiilte immediatement des for- 
mules de transformation lineaire (XLII), dont les quatre premieres 
penvent s’ecrire 

— , . . . / e |c'+rZ'T\ 


Va'-H b'l 1 

a' -hb'T, 

/ p 

c'-\-d'T 

U-r 

a'-hb'r 

( " 

c' -h d’T 

Va'4-6'T 

<x'-H b'r 

( 

<^'t' 

\a'-\- b'r 

a‘-^b' L\ 


b* pS 7 : i / 

\ja-\- U’l (p I t) = Si ( — 


Lorsque x est dans la region III, par exemple, on a, d’apres Ic Ta- 
bleau (CXXIIO, 


de sorte que les nombres a\ h\ d, qui figurent dans les for- 
mules precedentes sonta'=i, &' = + !, c'=o, la paritiJ 

de ces nombres, qui v^rilient la relation a' J'— ydz=z i, monlrc 
que Ton est dans le cas 3° du Tableau (XXe) ; en se reportant aux 
formules (XLIIo,t), on a done immediatement 


£ = £ =6 


e' s" 


en tenant compte des valeurs X= 2 , p.= i , v = 3 correspondant an 
cas 3° du Tableau (XXe), on obtientainsi les formules suivanles(') 

v^i±Te'“^=^T5‘i(p I t), 

V ±!1LE1 

pf '=)= s/\±'ve ‘^'STsIpIt), 


(GXXIIe) 


lT± r e i*»2rj(plT), 


- / p 1 \ zpH ±!l2Ef 

{ Tifri U ) = e ‘ v'l + Te '=*=’'2re(p|T), 


(*) On arriveraitau r^sultat en d^composant la transformatjon consid^riic 


en transformations de la forme T±T,-~i (n“ 191 ). 
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ou Ics radicaux doivent cLre d( 5 lerBimes de facon que leur partie 
roellc soil positive. 

Ijorsqnc xest dans Tune des regions I, II, III, IV, V, VI, la parite 
des coefficients a ^ c', rf'de la siibsliLulion lincairc qui donne t 

an moyen de T nous place respcctivcment dans les cas 2^, 3 ^, 6®, 
5 “, 4 " du Tableau (XXg). Si Ton tient compLc dc ceLLe remarqne, 
on dcdiiit immddialemenl dcs formulesde transformation linoaire 
(XLII), par un calcul semblable au precedent, les formulas du 
Tableau (CXXII9) plac^ a la fin de TOuvrage, qui se rapportent 
aux cas ou x esl dans une qiiclconque des six regions envisagees. 
On a ainsi ce qui est n^cessaire au calcul des fonctions S, sn, 
cn, dn pour une valeur donnee de rargumenl r. 


S 62 . Si Ton a alFaire anx fonctions p, cj, . , . , on pourra 
les supposer construiles avec les demi-p6riodes tOi = 


(O3 : 


t x^(x) 

\/e1 — £,J 


xfx) 

sIh — 


£3 


On pourra aussi les conslruire avec des demi- 


p(5riodes cquivalentcs; en appliquant les formulcs (CXXji), nous 
aliens montrer, danscliaciin dcs six cas qiii pouvent se presenter, 
comment on pent former au moyen deX(xo), X^(xo) dc tellcs demi- 
periodes ^^4, nj, cquivalentcs a a)<, 0)3; a ces demi-pdriodes corres- 
pondrontdes quantitds H3, demfime que correspondent 
\ (Oi, (03; on pourra calculer au moyen dc etde Q par la for- 


mulc (XXXlX^), puis 1X3 par la relation I^^ — 113^1 = d’ail- 

Icurs, *^3 s’cxprimcnt lineairemcnt au moyen dc lii, 1X3 par les 
memes formulesqui expriment o>^, (03 au moyen dc iQi, toutes 
cos quantites j)onrront done 6tre regarddes conime connues. Le 
plus souvent on deduira les fonctions d{u \ ^^3) dcs 


fonctions 2r 



T j paries formulcs dc passage (XXXIllsjo)? dans 


Icsqiicllcs on suppose 'c, o)< , (O3, tii ct = — remplacds respcc- 


livcmcnL par T, Q, ^3, lU et ? = — on sail d’ailleurs que 
I Qj, Qj) cst iJenllquc k d{u \ W(, W3), ctquc les Irois fonctions 
i 3‘«(«|Q(, £i;t) sonl les trois fonctions s', (« | o)|, (Oj), a'2(M | to,, W3), 
rfs 1 (1) I , tos) prisesdans nn ordreconvenable : cetordre se determine 
par la paritd dcs nombres a, b, c, d au mojen desformules (XXs^o)* 
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Lesfonctionsconstruitesavec lesdemi-periodes^ii , i^sengcndrent 
des quantiles E,, Eo, E3, \/e, — E3, - dem^meqiielcsfonclions 
construites avec les demi-periodes (Oj, 0)3 engendrent des quanULes 
^2j ^3? v/^i — ^3j •••; qiiantites Ej, Eo, En coi’ncidenL d’ail- 
leurs dans leur ensemble avec £h, so, £3? pnisque, en tanLquc fonc- 
tions de u, les deux fonctions ^3), p{u\^hi ^3) sent 

idenliqiies. Les qnantites E|, Eoj E3, — Eg; ... seront, dans 

chaque cas particulier, exprim^es sans ambiguUc an moyeti dcs 
quantiles dont le sens a ete precise anterieurement, et ccla an 
moyen des Tableaux (XXq^?); Texamen de chacun de ces cas par- 
ticuliers montrera que I’on a toiijours 


(GXXIIe) 


0-1 = 


x (xo) 
/ei— Tig 


Qg — 


?‘k'(xo) 

v/iT^iij 


S63. Examinoas chacun des six cas particuliers qui peuvcnl sc 
presenter. 

Cas I; X est dans la region (CoC(Do). 

Cas 11 ; X est dans la region (Cq C, Do) : | x | <^ i , | x — 1 1 > i , 
I X I < I X — 1 1. On pose, conform^ment a la definition adoptee plus 
haul pour Xj, 

X Xo 

Xo= J x= -• 

X — 1 Xo — I 


II resulle de 1^ que y/i — x y/i — xo est egal a ± i ; il suffil 
de faire la figure dans ce cas et de se rappeler les conventions re- 
latives aux radicaux (n" 823) pour voir que I’on a 

t/i — x/l— Xo=I, V^I — X {/l— Xo= I. 


Dans ce cas, les formules (CXX4) donnent done 

x(x) = /i-xo x(xo), x'(x) = /i— Xo [x'(xo) + jx(xo)], 

d’ofi 


Wl= t>)3 = --4==[tX'(Xo)±X(Xo)], T = T±1. 

VSi — Vh—H 


Nous poserons 

^ \/l — XoX(Xo) 

/sj — 63 


t/i^xo tx'(xo) _ 


v/e,— 


®3 
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los rclalioiis proccdcnlcs dcvicnnenl alors 


wi =■ 111, 

d’ou 

7]i = Hi, 

OH a aiissi, si I’on veul, 


0)3 =r 'h ili -4- £ 23 , 
7^3 =: ± III -4- 1^3 ; 


il;} =■ -i- 0 ) 1 + tlJ3 ; 


on veil done bien qnc 2^1, 2^3 sont dcs perlodes de pii coininc 

2 ( 0 i, 2 ( 1 ) 3 . 

Lcs coedicients <7, c, d dc la siibstiluLion lincaire qui donne T 
en fonclion de t sont 

(7—1, Zi — o, c = d=r\. 

Par consequenl, en se reportant aux Tableaux (XXc,,), on a, cn 
lenant compte des formulcs (GXIX,)) 


(GXXII,) 


d’ou 


I — E 3 = /si — £2 = 

' \/e 2 — K3 = rp i/ss — S3 = v^£i — £j /x, 

Ki = El, E2 -Sj, 


La premiere des formules (CXXIlu) permet d’(5crire les expres- 
sions dc Qi, iia sous la forme annoncee 




^3 = 


tx'(xo) 


V^El — K 3 v/ei — E 3 

11 convient d’obscrver que I’on a, dans le cas acLuel, 


Po- 


-4- y/l — Xq 


ct, par snilc, 


u - X — r 
*^'1 — X -f“ r 




cn sorlc que, an poinl dc vue de la convergence des series 3, on 
ne gagne rlcn a fuirc la iransformalion prdeddente; il vaudra toiil 
aulant faire les calcnls comme dans Ic cas i“, on x est dans la re- 
gion (CoC,Do). 
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Toiite explication est desormais inutile : il suffira d ecrirc les 
resultats. 

Cas IIL Le point x est dans la region (CoC'Di ) : 





\(z) = y/xo [x(xo) ± tx'(xo)], x'(x) = x'(xo), 




x(xo)v/xo 

y/si — S3 


= Wi qz t03. 




iV(xo)/xo 

- = W3, 

y/si — £3 


111 = 7)1 Tjj, H 3 — 7 ) 3 , 


El — - £ 2 ) Ej ^ 1 j ^3 ”” ® 3 > 

v/ei — Ea = \/si — S3 V^x, /e 2 Ea = — ~~ Sa, 

y/fii — Es =:± ?V 2 i — £3 X. 


iF- Le point x est dans la region (CJ^C' Do) : 
|xl>i, li-x|>r, |x|<li-x!, 


I Xo — I 

Xq = 5 X = J 

I — X Xo 




I— 4 

/ I 

V 

f 1 — X 


I H- 






x(y.) = x'(-xo) x'U) = [x(xo) q: 8 x'(xo)] Ao, 

x(xo)v/xo 


Qj = ±: Ui — ( 1)3 = 


jVsi— S 3 

Hi=±t,, — Tja, 113= vji, 


. _ _ sx'(xo)\/xo 

= tOi =: 

jy/Sj — £3 


El — *2, B2 ~ £ 3 j E3 = £1, 


y/fii — E3 = t/si— £3 \/i~x, /Eg— Ks =— ly/si — £3? 
y/Kj — ISg =± /ei — £3 /x. 
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Cas y. Le poinl e esl dans la region (CoG) D) ) : 


y.o -r — x, Po = ^ j 

1 -I- s/y. 

\{y) = V(yO = x(y.()), 

\(Yo) /k^Xd) 

= — 0)3 = j £^3 = lOj = --== 3 

/V/Si -£3 4 /Ei— S3 

Hi = — '/j 3 , 113=:'/) I, 

fil = £3, h’a = Ci-i ^ 

/ei — K3 = (> \/zi - S3, \/k2 — E*J = — ( /si — £3 \/ I -- 

Ka = i \/;i — s.t i/k 


Cos VI. Le poinl x esl dans la region (C'5 C( Di) : 


[•/.Ol, h — y.i<i, |x|>!t — •/.[, 


X ^ I — Xwo 


, — X|) = f 


I P*"'./; 




\lx+v 


\(x)r- /l — X3fK'(X|,)±«\(Xi,)], \'(Xo) - /l — Xo't(‘''-l))' 

N(Efl) /l— y.|) 


ai — — toj 


ty/si — S3 

i[|= — r, 3 , 1I3 — xji 


N'(Xo)v/i— > t|] 

Q3 = (Oj Ip 0)3 y ? 

/Si -£3 


fit ^ S3, K2 — *1? fi 3 ““ ^2) 

El— E3 - i /si — S3 /x, = -i: /si — S3 / 1 — 

/ki — Ej = s' /si — Sj- 


Dans Ics deux cas I et TI, ct dans Ics deux cas V cl VI, la 
convergence des series esl la mfime : il suffirad’emplo^'er dans un 
cas el dans I’autrc une seulc el meme transformation. 

Lcs quanlites (/i 5 | — Ej, ^Ej — E,, ^E) — E^ soni cntifiremenl 
ddtermindes (XXXVI3) des quo I’on a fix^ le sens de/n,; qui 
peul 6lre choisi arbilrairemenl. On pourra lcs exprimerau moyen 
de ^ei — £3, ^x, — X, dans les six cas, d^s quo Ton aura fixe le 
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sens de la premiere de ces qiiantites, ce qni fixe Ic sens de\/o)<, 
coinme on I’a vu an S 32 ; on n’oiibliera pas que £3 doit 

^tre une racine carree de — £3 : les expressions clierchees 
s’obtiendront ais^ment ensnite an moyen des rcsuliats dii n® 532 , 
des fonnules (CXXII9) on Fon fera et enfin des formnlcs 
(XXXVI3). 

564 . II y a, dans la pratique, denx cas parti culieremcnt intcres- 
sants : celui ou les trois nombres So? £3 sont r^els et ccliii ou, 
I’un de ces nombres 6lant reel, les deux anlres sont iinaginaires 
conjugues. Dans ces deux cas Y2 et Yy sont r^els; invcrsement, 
si Ya et Ys sont reels, on est necessairement dans Fun dc ces 
deux cas. 

Dans le premier, x est reel et, s’il est compris entre 0 et 3, X ot 
sont r^els, positifs; il en est de meme de qiii est, en outre, 
plus petit que 1. Si x est compris entre 0 et-? on sera dans Ic 
cas I, et Fon appliquera done les formulas du Tableau (CXXll) 
dans ce cas I. Comma on a 

vr 

P = — — 77,- =o,o 86427 < — > ^ 043215 < — j 

les series seront tr^s convergentes. Si x est compris entre -■ ct t, 
on sera dans le cas V ; on posera done 

Xo = I — X, 

et I’on appliquera les formules du Tableau (CXXll) dans ce cas V . 

On peut toujoiirs supposer qu’on soit dans un de ces deux cas, 
en rangeant £^, so, £3 dans im ordre convenable (n^'SS?); cet 
ordre revient ici a prendre soit £1^ £2 > £3, soil £3 ^ £2 > £,. 
Nous conviendrons de faire toujoiirs la premiere de ces deux hy- 
potheses. Le lecteur trouvera, dans les Tableaux de formules 
(CXXIII) et (CXXIV) places a la fin de FOuvrage, la reproduc- 
tion des formules ainsi oblenues qui sont d’un usage frdqucnt; 
les quantit 4 s reelles et positives y sont mises en Evidence. 

loutefois, en adoplant les conventions dn n® S 4 S, on peut trai- 
ter aiissi le cas ou x ^tanl r^el esl positif et plus grand que i, ou 
bien est negatif. Si I’on a 2 >■ x > i , on est dans le cas VI ; mais, 
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comme on I’a fail observer, la convergence des series esLla meme 
dans ]es cas V et VI; rien n’cinpcchcra done d’adoptcr la trans- 
formation du cas V : pour cette derniere transformation, €;l Q 
seront negatifs. Si Ton a x > 2, on est dans le cas 11[; on adoptcra 
alors la transformation de ce cas III, Po et Q seront reels et posi- 
tifs. Supposons enfin que x soit negatif; si I’on a — i < x < o, on 
sera dans Ic cas II et Ton appliquera la transformation dii cas \; 
on posera Xo = x; po et Q seront negatifs; si, enfin, on a x < — 1 , 
on appliquera la transformation du cas IV ; po seront positifs. 

S 65 . Si, yo ct y3 ^tant r^cls, deux des nombres Si, ^3 
imaginaircs, on prendra poure^ la racine rdellc ct pour = A + Bt 
celle des deux racines pour laquelle Ic coefficient de i est positif; 
on aura alors £3 = A — iu‘, So = — 2A, et, par suite, 

r 3 A . 

X = 1 - itt 

2 2B 

La partie reellc de x ctant^? xet i — x seront des imaginaircs 
conjugudes; de mdme X et x', de mdme encore et 0)3 : on a, 
on cfTet, 



/ Si — S:j = B i -= a ^ /■> » ; 

done 

TZl TXf 

\(y.)e ' 

0), , (0,, -= — — — 

/•iB y'n\ 

Oa pcul fixer (n“ 520) pour y/s^ — Sj celle des deux ddlermiua- 
lions du radical quo I’on 'veut; il cn esl done de meme de y/aB; 
on prendra sa dclermination arithmdtique. Si I’on screporte main- 
icnanl aux remarques qui oni dtd faites au n® 523 sur la position 
des points X, x', on reconnait de suite que les droiles que I’on 
ddsignait alors par OA, OA'font avec I’axe des quantiles posi- 
tives, dans le cas acLuel ofi x est situd sur la droite D, des angles 
moindres que j, et Ton voit ainsi que Targument do x(x) est 

compris entre o ct 7 si A est positif, entre 0 et — ^ si A est ne- 
gatif; dans le premier cas, I’argument de w, est compris entre o 
et — 7 , dans Ic second entre —7 ct — dans les deux cas, la 

14 '1 
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parlie reelle de to, est positive, le coefficient do i est n^gatif. Ce 
coefficient est, en valeur absolue, plus petit que la partie reelle 
dans le premier cas, plus grand dans le second. 

Les nombresw, et toj elantimaginairesconjuguesetysjYj reels, 
T„ =^((0,; y>,Y 3) et r,3 = 'CK; Ya.Ts) imaginaires con- 

j agues. 

566. Pour efFectuer les calculs on n’a qu’Si appliquer les Ta- 
bleaux precedents. Mais on peut aussi suivre une autre inarelie 
particulierement avantageuse dans le cas actuel. 

Observons d’abord que, le point x 6lant sur la droite D, les cinq 
points — ~i -3 — I — X, ^ seront sur la circonf^rence du 

^ X— IXI — X ' X 

cercle Go, sur ceJle dn cercle Ci, ou sur la droile D elle-mgrae, 
comme il resuUe du Tableau du n° 569. Si nous d^signons par x, 
Tun de ces points situes sur la circonf^rence du cercle Ci, le point 
1 — x^ sera situe sur la circonference du cercle Co; il en sera done 
de in^me du point (/i — x,, et, par suite, la quantity 



T- Vt-X i 
I -4- s/l—xi 


sera piirement imaginaire; mais alors la quantile Q, definie comme 
etant la somme de la s^rie convergente (CXXI,), 




4«+l 


sera elle aussi purement imaginaire. L’avantagequ’il yaacalculcr 
avec des quantitds purement imaginaires pour former les diverses 
constantes dont on a besoin et les fonctions 3 est Evident; il 
sera d'ailleurs aise, une fois ces constantes et ces fonctions auxi- 
liaires connues, de passer au moyen des transformations lin(5aires, 
aussi facilement que dans le cas general oil le point transforme 
^tait toujours dans la region (CoC,Do), aux constantes et fonc- 
tions qu’il s’agit finalement d’obtenir. Toutelbis, comme ie point 
X, n’est plus n^cessairement dans la region (GoGiDo), on pourrail 
craindre que la convergence de la serie qui d^finit Q au moyen 
de ne fut plus tres rapide; nous montrerons qu’elle est encore 
bien suffisante pour les besoins des calculs niimbriques. 
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567. 11 est n^cessaire de distingner ]e cas ou le point x est aii- 
dcssous de Paxe des qiiantit^s recllcs, el celui ou il est an-dessus. 
Dans Ic premier cas, A est negatif, £2 et, par suite ya, est positif; 
dans le second cas, £0 sont n^galifs. 

Siipposons d’abord que nous sojons dans le premier cas. Les 
points 0,1, L de la Jig", 3 represenlent respeclivement les points 
0 , I, ~ du plan (g). On a figure les deux cercles Co, qui se 
coupent en E, E'; la droile D n’est autre chose que la droile 
EE^ Soit M le point x; soit W le point sym^trique de M par rap- 
port a L, c’est-a-direle point 1 — x; soientPel QMes points ou les 
droites OM, OM' rcncontrent le cercle C^, Q et F les points ou 

Fig. 3. 



les droites llVl, flVr rencontrent ie cercic Co; la figure PQ'P'^Q est 
un rectangle dont le centre est en L; on rcconnaiL de suite que 
les points P, Q', P', Q represenlent respcctivcment les points 

— , 1, ^ — L* les points P ct O' sont snr le cercle C^ : on 

pourrail prendre arbitrairement Pun de ces deux points pour le 
•point x^; en prenanLX|=z on a faire une transformation du 
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casIV; en preiianix,==: une transformation du cas III. Nous nous 

placerons dans ce dernier cas ; X| est alors en Q', i — Xj en Q ; I’ar- 
gument de 1 — -x, est Pangle dont il faut faire tourner 01 pour Ta- 

mener sur OQ; il est negatif, compris entre 0 et — - si M est au- 

dessons du point E, entre et —tt: si M est compris entre E etL 

(c’est le cas le plus desavantageux); nous le representerons par 

— 2^1^, i etant un nombre positif compris entre 0 et^; designons 

pour un instant par a la valeur absolue de Fargument de x^, ou 
Fangle lOM egal a Tangle OIM; puisque le triangle lOQ est iso- 
scele, son angle au sommet 2 ^ est egal a tt — 2 a ; on aura done 

tangd' = tang , 

et cette formule, puisque A est compris entre c) permeltra 

de calculertj; sans ambiguity ; on voit, sur les valeurs de S2 et £3 
(n"^ 566 ), que t]; peut tire d^fini comme Fargument positif et 
moindre que 'tt de Sg— 

Puisque Fargument de i — x, est — 2(t, celui de (/i — Xi sera 

- et Ton aura 
2 



M = 0 


la valeur maximum de tang ^ correspond a la valeur limite 

on s’en approche ind^finiment quand le point M s’ap- 

proche indefiniment du point L, car alors le point Q s’approclie 
du point — I ; il n’est pas difficile de reconnaitre que la valeur 

limite de j est e ^=: 0,2078. . il nous suffira de remarquer que, 
dans tons les cas, tang| est inf^rieure ^ tangg =y/2— i=o,4i4... 
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W =eo 

et qiie la somme de la esL infericure a 

/2r=0 

o,?ii comino on Ic reconnail de siiile en se bornanl an premier 
terme. Par consequent, Ic iiombrc rciel el posilif ^ sera infericur 
a el la rapide convergence des series est encore assuree. 

568. Connaissant Q, on appliquera les diverses fornuiles cta- 
blies anx n'’^* 561 a 563, pour tine Iransformalion lineairc quel- 
conqne, dans le cas III, en ajant soin de prendre le signe inferieur 
parlout OU il y a un double signe. Ges formules out etc repro- 
duites dans le Tableau (CXXV ) que [’on irouvcra a la fin de 
I’Ouvragc. 

On voit d’abord que el H, seront reels; on a en effel(n“ 563) 

031 -r — ^3? ■’Ql ~ ““ Us, 

0)3 ~ iia, ^3= 1*3, 

el D),, (03 soul imaginaircs conjugucs, ainsi que Th, '^3 (n° 566). 
La rcalile de n, n’apparaiL pas sur la Ibrniulc (CXXIIo) 

^ ^ _ 7c 3j_(ojT)_ _ 7 : Srij(o| t ) . 

7ki-E 3 /iSi-Ka ^ 

mais il csl aise de Lransfornicr cetle forumlc cn parianl do cc (jue 
Ui est reel el m 6 ne positif (n“ 565). La racine carree de elant 

r^cUc, il cn esl de mfiinc dn quoticiil dc 2 t 3 (o|T) |)ar cc 

quolienl ne change done pas quand on y change i on — j; inais 
alors, puisque Q esl puremenL iniaginairc, 2 f 3 (o|T) se change cn 
Sti(olT), comme on le voil paries fornuiles (XXXVlt); d’ail- 
Iciirs sc change en — x; on a done 

t) __ Srt(o I t ) ( 0 1 T) STif o I t) _ ( 0 1 4 T) 

7C / %t TZ I %i TT < ’ 

e*v/x e — X e*v^x-i-<j — x e^^x+e \/i — ix 

la derniere ^galite resultant dc la forinulc ( XIji) ; finalemcnl, on a 
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Sous cette forme, on voit bien qne Q| est reel et posilifj puisque 
le niimerateur est reel et positif, ainsi que le clenominaLeur, qui 

est le produit dii nombre reel et positif y/^i par le can^e de la 
somme de deux nombres imaginaires conjugues. On clioisira pour 

la determination arithmetique. 

De la formnle 


on deduit, en donnanl an logaritlime sa determination principalc 

(n° S22), 


logo ^ — Tt 


'/ \ i 7 

X(>li) £ii 


d’oii 


, i Ti , Tc Qi 

log- = --lo8Q= — 


puisque | est un nombre reel et positif, log^ esl aussi un nombre 
reel et positif; cette formule fournit done un moyen simple de 
calculer le nombre et par suite ^ 3 . On avail dej& demon* 

tr 6 au 06S que ce nombre, qui n’esL autre qne , etail 

r^el et positif. 

II convient aussi d’observer relativemenl a la quantile \/q qui 

figure dans les series S?, qu’en adoptant pour ^ determination 
r^elle et positive, on doit supposer (XXVIII3) 


, /Z 


Les autres formules du Tableau (CXXV) s’entendent d’elles- 
m^raes. 


S69. Lorsque A est positif on pourrait calculer ijj, pij Q par la 
m4me m^thode ; tl serait alors n^galif, ainsi que ^5 $; dans le cal- 
cul precedent, les r4sultats finaux devraient done ^ire modifies. 
Nous allons indiquer une marche un pen diff^rente qui permet 
d’obtenir des nombres analogues, mais positifs. 

Observons d’abord que la fig. 3 convient encore au cas actuel, 
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mais cn Finlerpretant aiiLrement. On regardera le point comme 
figurant x el le point M comme figurant i — x; les points P, Q', 

l^', Q representent alors ~~yJ points P et 

sont sur le cercle , c^est Pun d’eux qu’il faut prendre pour x* ; 
nous choisirons encore le point Q', el nous designerons main- 
tenant par - 2 cp rarguinenl de i — x,, <p etant im nombre po- 

sitif compris entre o et on aura alors lang^p— ^ au lieu do 

(ang'l = ^oTlQ que si Ton convenait de regarder ^ comme 

nn angle positif, plus petit que tt, defini toujours par cette derniere 
egalite, cp serait egal a rc — ']/. 

Le calcul de \/q, se fail exactement comme dans le 

cus precedent, si cc n’est que 'i doit partoiit ^‘Lre rcmplace par 
On a fait la transformation dii cas IV, x^i= ^ 1 — ' Comme le pointx 
est au-dessus de I’axc des quantiles reellcs, on a 

tOi ~ £^3, rji = TI3, 

CO3 = — -r ^^3, •/)3 = — Hj -r Ha » 

Hi el Hi sont alors purement imaginaires; y osLnegalif (n‘’565). 

Une transformation toute scmblable a celle du cas prdcddenl 
peimict d’ailletirs de meltre Qf i sous la forme snivaole, qui met cn 
Evidence le caract^re rdel et positif de cc nombre, 



On choisira pour la d(5termi nation arilbm6liqiie. 

Les auLres formulcsdu Tableau (0XX.VI) plac6 i la finde fOu- 
vrage s’entendenL d’elles-m&nes. 
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CHAPITRE VIII. 


INVERSION DES FONGTIONS DOUBLEMENT PERIODIQUES 
DU SECOND ORDRE. 


I, — Representation de la fonction inverse de snu 
par une integrale d6£baie. 

o70. L’dquation z=^snu definit u comme une fonction impli- 
cile de z; cette fonction peut ^Ire repr^sentee explicitement par 
une iniegrale definie. 

Rappeions d’abord que a chaque valeur de z il correspond une 
infinite de valeurs de u comprises dans deux classes ; les valeurs 
de u comprises dans une memeclasse sont congrues modulis 

la somme de deux valeurs de u comprises dans des classes 
differentes est congrue ci aK. Chaque racine de T^quation (ea u)^ 
z = snUj est simple, sanf dans le cas ou elle annule la d^riv^e de 
snu^ ce qui ne peut avoir lieu que si le point z coincide ave^c 

Vnjk des points zb i, que nous supposerons marques dans 

plan de la variable z et que nous d^signerons sous le nom de 
j^oints critiques^ 

Soit (A) une aire limitde par un contour simple et ne conte- 
n^nt aueun point critique; soil up point situe k Tint^rieur 
de (A); .sait enfin t^ft.une solution queloonque liquation 
II r^sulte de la .theorie des fonctions implicites 
(to*"®?) et de ce qn’on vient de dire, qu4l existe une el une 
sente fonction satisfaisaui aux conditions suivlabte^^: la 
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fonction est holomorphe dans (A); dans (A) elle rend 
identique a z quand on y remplace u par A(;s) ; enfin, elle se re- 
duil a Wo pour ^ H clair que toutes les fonctionS qne I’on 
obtient en ajoutant un nombre entier de periodes 4K-i sliix 
fonctions aK — jouissent des deux premieres pro- 

prietes et qu’elles sonl les seules fonctions analytiques qui, 
niises a la place de u dans la fonction snw^ la rendent iden- 
tique a z. 

Si done on considere une courbe (Z) du plan des partant 
de Zo et ne passant par aucim des points critiques, on 'voit, en 
fractionnant convenablement cette courbe, qu’il existe une fonc- 
lion analytique etune seule, reguliere en tousles points 

de (Z), verifiant en tons ces points P^quation snw, prenant 
enfin la valenr Uq au point de depart ; toutes les fonctions ana- 
lytiques qui v6rifient I’^quation <s = snz^ aux diff^rents points 
de (Z) s’obtiendront en ajoutant im nombre entier de periodes a 
Pune des fonctions sK — 1|;(5). 

En tout point de la courbe (Z), on a, en regardant u comme 

%aU^(5), 

du ^ 1 I 

dz cni4dna ~ \/i— 

si Ton choisit pour chacun des radicaux y/i— y/i — 
eelle des determinations qui est ^gale a enw, dnw. II importe de 
montrer que cette dgalitd subsiste quand on se place, pour ddfinir 
les radicaux, a un point de vue un peu different. 

Consid^rons unpointquelconque^^ de la courbe (Z) etlavaleur 
correspondante = attribuons aux radicaux 

— k^z\ les valeurs cnwi, dn Wj et supposons que le long de la 
courbe (Z), en partant du point soil en avant, soit en arriere, 

on ddfinisse par continuation ks radicaux y/i — \J i — 
cela pourra se faire sans ambigiutdj puisque la courbe (Z) ne 

passe par aucun des points critiques ± i, ± tout le long de 

-(Z), si Ton regarde u comme ^gal a ^[z)y les quantiks caw et 
daw, dont les carrds restent toujours dgaux 4 i — i — k-z-j 
resteront respectivement egales a sji — y/i — k^z^y ainsi qu’il 
rdsultede la continuity. Enadoplantces dyfinitionspour y/i — 5 -, 
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y/ i — on aura done encore, tout le long de (Z). 



On en d^duit, en se reportant a la definition de I’integrale definie 
prise le long d’une courbe, Fegalite 



I’int^grale est prise le long de la courbe (Z) a partir du point So 
jusqu’4 un point quelconque z de cette courbe, et e’est ordinai- 
rement pour le point de depart que Ton fixe le sens des radi- 
caux. Telle est Fexpression k laquelle nous voulions parvenir, 
qui represente, au moyen d\me integrale definie, une solution de 
liquation g = sum. 

Quoique cette conclusion subsiste ^videmment, en vertu de la 
conlinuit^j lorsque la courbe (Z)vientaboutir a un point critique, 
nous continuerons de supposer pour le moment qu’aucun point 
de cette nature ne se trouve siir la courbe (Z). 

S71, Si, en conservant les points de depart et d’arriv^e bn 
remplace le chemin d’integration (Z) par un autre chemin d’in- 
tigration (Zi ), ne passant par aucun point critique, on obtient 
encore ^videmment une solution de requalion 5 = snw. On pent 
d’ailleurs obtenir n’importe quelle solution en choisissant conve- 
nablement le chemin (Z^ ) : en effet, soit Ui une de ces solutions ; 
dans le plan de la variable a, joignons le point Uq au point Ui par 
pja chemin quelconque (U{), qui toutefois ne passe ni par un zirp 
ni par un .pdle de sn«, et prenoa? pour chemin (Z^ ) 
<^hemin que parcourt le point z = 6na lorsque le point u parcourt 
l^Ghemia (Ui); ce chemin !(Z|) sera fini et ne passera par aucun 
poinls critiques ; d’a,pr^s oe qpi precede, i’expressiop 



eat maiptenan^ ptise ie long de (Z) et oft lea radir 
eaitx ^ojpii leJong en partari^des-mto# 

valenrs inftialea que dans le ca§ pr^e^deftt^, est 
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Dans ie cas ou les deux chemins (Z), (Z,) sont compris a I’in- 
terieur d'une alre telle que (A), ilfaut, puisque la fonction 
est holomorphe dans cette aire, que les valeurs des deux inte- 
grales soient les memes. 

S72. La fonction inverse de snu etant ainsi mise sous la forme 
d’une integrale definicj on verra, dans le paragraphe suivant, com- 
ment le calciil de cette integrale definie peat s’elfectuer, quand le 
chemin d’integration est donn^, an moyende series convergentes. 
Pour le moment, nous voulons dire quelques mots de I’etude 
directe de cette integrale, etude qui, dans le cas ou tout est r^el, 
a ^te historiquement I’origine de la th^orie des fonctions ellipti'- 
qnes et qui, dans le cas general, pent se faire ai semen t aii moyen 
des theories de Cauchy. Par exemple, la propriete qui vient d’glre 
signalee, relative au cas ou les deux cherains (Z), (Zj ) sont com- 
pris dans line aire (A), resulte immediatement de la propriete 
fondamentale des integrales prises entre des limites imaginaires. 

Nous allons indiqiier comment on pent, en general, etudier 
Tinfluence du changement du chemin d’integration, en nous 
bornant, ce qui suffit evidemment, an cas oil est nul. 

Pour cela, nous nous placerons d’abord dans le cas general, ou 
k' est imaginaire. 

Imaginons quatre lacets partant du point o et entourant les 
points critiques. Chacun de ces lacets est forme d’lin segment 
de droite oa, partant de o, se dirigeant vers le point critique, et 
se terminant en a, avant d’anuver a ce point, k une distance 
infiniment petite; puis d’un petit cercle, passant par a, d(5crit du 
point critique comme centre. D^crire le lacet, c’est partir du 
point 0 , suivre le segment de droite oa, tourner autour du point 
critique en suivant la circonf^rence du cercle, puis revenir au 
point o par ie segment de droite. II resulte du tb^orfime d^ 
Cauchy que tout chemin partant de o et aboulissant au point s 
donne pour Tint^grale la m^me valeur qu’un chemin compost 
d^un certain nomhre de lacets, ais6 a determiner dans chaque 
exemple, et d’un chemin arbitrairement choisi partant de o et 
a^utissant kz] on prend pour ce dernier chemin le segment 
de droite, qui va de o ^ lorsque ce segment ne contient ancun 
point critiqueJ 
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II est bien enlendu qiie lorsque le chemin d’integration (qui 
ne doil passer par aucun point critique) est fixe, on suppose, 
pour specifier le sens de Tintegrale, qiie les radicaux ont line 
valenr determioee (— i) pour — o, et que le long du chemin 
leur determination resuite de la continuation. 

Nous allons d’abord calculer les valeurs de Tintegrale prise 
le long des lacets, en siipposant que les radicaux aient la valeur 
— I a Torigine. 

Considerons le lacet relalif an point critique -fi. En suivant 
le segment oa, on obtient d’abord une integrale qui est infini- 
ment voisine de 

% 

r 

Jq — z- /i — Jq — 

ceite derniere integrale est precisement celle dont I’etude a ete 
Tobjet essenliel du Cliapiire precedent: en employant les nota- 
tions de ce Cbapitre, on la designera par II convient 

actuellement de regarder le nonibre A'- = x comme une donnee; 

si, d^is lors, on prend pour - la valeur 7= on a, comme on 

Ta vu, X— K., x':=K^; c’est ce que nous supposerons de- 
sormais. 

On doit ensuite decrire, dans un sens 011 dans I’autre, le petit 
cercle, dont nous designerons le rayon infiniment petit par p; 
on reconnait immediatement', au moyen de la substitution 
que I’integrale est infiniment petite; lorsqu’on a 
fait le lour du cercle, I’argument du facteur i — 5 a vari 6 de 2 7t, 
ceux de I -h 5 et de I — n’ont pas change, le radical a done 
change de signe; lors done qu’on parcourra une seconde fois, en 
sens inverse, le segment de droite, la partle correspondante de 
Vintegrale sera, a un infiniment petit pres, egale a K, comme la 
premiere fois. 

En r^snm^j et puisque I’integrale, prise le long de tout le lacet 
relatif au point critique i, ne depend pas du rayon p du cercle, 
elle est pour tout ce lacet ^gale J 2K. 

PassoDS au lacet relatif au point y Un raisonnement tout pared 
montreque, pour ce lacet, lavaleurde Tintegrale estegale audouble 
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de celle de I’integrale 


1 



Faisons, dans cette derniere integrale, la substitution ^ = ^7 qui 
ij’allere pas le caractere rectlligne de Fint^gration ; on aura 



les radicaux qui figurent dans la seconde integrale ont toujours 
la valeur +i pour ^'=0 : cette seconde integrale est done, en 
adoptant encore les notations du Chapitre precedent, egale a 

X • D'apres les formules (CXXji), cette derniere quantile est 

egale a ou la partie reelle de sjk- esi 

supposee positive, et ou Ton doit prendre le signe superieiir ou 
le signe inferieur suivant que le coefficient de i dans est po- 
sitif ou negatif ; la determination specifiee de s/k^ est egale a k, 
pour la valeur choisie de t (CXIX4). La valeur de I’integrale pour 

le lacet relatif au point ^ est done aKqr afK'. 

La valeur de I’int^grale pour les lacets relatifs aux points — i, 
— I est respectivement egale a — 2K, — 2R±: 

S 73 . 11 nous reste a examiner le cas ou k est rdel. Nous nous 
bornerons a quelques indications relatives a la supposition 
0 <; A* < I ; il est alors n^cessaire de modifier le lacet relatif au 

point pour 6viler le point critique i. On composera le lacet 

d’un segment de droite allant du point 0 a un point a infiniment 
voisin du point i, d’un demi-cercle clc/I situe dans la partie supe- 
rieure du plan et d^crit du point 1 comme centre, d’un segment 

de droite allant jusqu’a un point ^ infiniment voisin dep 

d’un petit cercle passant par ^ et d^crit du point | comme centre, 
enfin du chemin deji d^crit ^a-'ao. 
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La seule difficulte consiste a evaluer I’integrale rectiligne prise 
entre les limites y} et On observera tout d’abord qiie, en par- 
courant le deini-cercle aa', rargumenl du facteur i — diminue 
de 7:, tandis que ceux des facteurs 1 -i- v, i — ne changenl 
pas; il resulte de la que la valeur du radical le long du chemin 
est egalea — i \ z - — 1 v t — /c-;;-, oul’oneQtendpary^;;- — 1, 
I — A"--:;- les determinations positives de ces racines. L’integrale 
rectiligne que Ton veut evaluer entre les limites a' et ^ est done 
infiniment voisine du produit de i par Fintegrale 



or cette derniere intdgrale, dont la valeur est i‘ 6 elle et positive, se 
iransforme par la substitution reelle 

.2^ I 

dans rint^grale reelle et positive 
V' dv 

•K V ^ ~ A'-p- 

qui est egale a x(A*'-), e’est-a-dire a K! . On trouve ainsi que 
I’integrale envisagee, prise le long dii lacet relatif an point cri- 

lique est 4gale a aK -r aj'K.'; on trouverait de m^me que cette 

integrale, prise le long du lacet relatif au point critique — ^ , est 
egale a ~ aK— afK'. 

Ces resuliais pourraient d’ailleurs aussi se deduire de ceux du 
cas general oii ^ est imaginaire par un passage a la limite qui, 
toutefois, demande quelque attention. 

En rdsum^j les conclusions dtablies pour le cas general sub- 
sistent dans tons les cas. 

5/4. Il importe de ne pas oublier que, d’apr^s ce qui precede, 
lorsqu’on a parcouru un lacet et qu’on est ainsi revenu au point o, 
un des radicaux et un seul a change de signe. Il resulte de la, cn 
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particulier, qiie si Ton parconrl ane seconde fois le meme lacet 
en gardant la noiivelle determination des radicaiix, on obtient 
pour ce second parcours une valeur de I’integrale egale et de 
signe conlraire a celle qu’avait fournie le premier parcours, de 
sorte que si le chemin d’integration comprend deux fois de suite 
le m^me lacet, cette partie da chemin pent ^tre supprimee. De 
m6me, si Ton parcourt successivenient deuxlacets differents, en 
partant par example de la valeur + i attribuee anx deux radi- 
caux, la valeur totale de Pint^grale prise le long du chemin forme 
par ces deux lacets est egale a la difference entre la valeur cal- 
cul^e plus haut pour le premier lacet et celle calculee plus haul 
pour le second lacet. 

Nous sommes a meme, d’aprSs ce qui precede, d’evaluer la 
valeur de I’integrale prise le long d’un chemin compose unique- 
inent de keels. Si le chemin est compose d’un nombre pair 
de lacets, on revient an point o avec la m^me valeur pour le 
produit des deux radicaux, et Ton reconnait sans peine que la va- 
leur de Pintegrale est de la forme + ofi n et n’ 

sont des entiers qui dependent de Tordre dans lequel on parcourt 
les lacets. Si le chemin est compose d^un nombre impair de lacets 
on revient au contraire an point o avec I’un des deux radicaux 
change de signe, et la valeur de I’int^grale est de la forme 
2 K + 4/^K. + an'zK'. Dans les deux cas, on pent d’ailleurs tou- 
jours determiner Fordre de ces lacets de fagon que n et n^ pren- 
nent des valeurs entieres quelconques prescrites a Favance. 

Si Fon consid^re maintenant la difference des valeurs de deux 
int^grales de la forme 



oil les limites sont les m^mes, mais ou les chemins d’integration 
different, on voit de suite que ceite difference pent etre remplacee 
par une seule integrale ou le chemin d’integration part de o pour 
aboutir ^ o, e’est-i-dire par une de ces integrales que nous venons 
de calculer. 

L’evaluation de Fintegrale, pour un chemin d’integration quel- 
conque, est ainsi ramenee a celle de cette integralepour un chemin 
arbitral remen t choisi, au calcul de K, et au calcul des nombres 
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entiers /?, /z', qiie nous avons appris a determiner dans chaque cas 
particulier* 

J r dz 

f ■ que nous 

venons de retrouver par la melhode de Cauchy, jointe a ce fait 
que Inequation differentielle 

permet de definir z comnie une fonction holomorphe de a (^), 
fournissent les elements essentiels d’une theorie de la fonction 
sn?^ Elle serait Tanalogue d’une tlieorie de la fonction sinw, qui 

serait fondee sur les propridtes de I’integrale J - ? et qui^ 

ainsi, procederait dans Pordre inverse de celui qu’on suit habi- 
Lueliement dans la theorie des fonctions circulaires. 


o7o. Ces resultats se gen^ralisent immediatement. 

On a prouv^ que toute fonction doublement periodique du se- 
cond ordre f{u) verifie une Equation differentielle de la forme 

(^) ^ designe un polynome du troisi^me ou du 

quatrieme degre en z. II resulte de la tout d’abord que la fonction 
- fournirala fonction inverse de f{u)^ fonction 

inverse dont les proprietes peuvent elre dMiiites soit des pro- 
prietes supposees connues de la fonction f{u)^ soit de Petude 
directe de Pintegrale. Si R(;:^) est de la forme 4^® — ^ 2 ^ — ^ 3 ? 
on obtiendra ainsi, soit par une voie, soit par Pautre, les pro- 
priet^s de la fonction inverse de pu. 

L’etude directe de Pintegrale f est d’ailleurs toute pa- 

/ ' d'^ 

7 - les points critiques 
sont alors les racines de Pequation R(j 3 ) = o. On est amen6 a 


(*) Cette belle proposition, que nous nous contentons d^enoncer, est due 
Briot et Bouquet. Lear demonstration a dt6 compl6tee sur un point important 
par M. E. Picard {Bulletin des Sciences mathematiques, p. 19^; 1887). 
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introduire trois ou quatre lacets partant de et entourant les 
points critiques, suivant que est du troisieme ou du qua- 
trieme degre, Bornons-nous a ce dernier cas; la seule difference 
importante avec le cas particulier que nous avons etudie con- 
siste dans la ndcessite d’etablir la relation a— ^+Y — o = o 
entre les valeurs des integrales relatives aux quatre lacets. Cette 
relation, evidente dans notre cas particulier, s’obtienten partant 

de ce que I’integrale J * prise le long d’un cercle de rayon 

infini, est nulle; elle permet demontrer que les valeurs diverses 


f ds 

■ sont comprises dans deux 

classes; les valeurs d’une m4me classe sont congrues, modulis 
2 (a — j3), 2 (a — y) ; la sotnme de deux valeurs appurtenant a deux 
classes differenles est congrue a 2 a. Cette proposition, jointe a la 


propri^le del’equationdiflerentielle f ^ ] =K{z) de definir 


comme une fonction univoque de permet de montrer quecette 
function est une fonction doublement periodique, quel que soit 
le polynome R(^), suppose toutefois sans racines ^gales. 

Cette derniere propriete sera^tablie, dans le procbain Volume, 
d’une fagon toute differente, en restant dans I’ordre d’idees qui 
nous est habituel. 


II. — Evaluation de u connaissant snu ou 

S76. Nous allons maintenant resoudre simultanement les deux 
questions suivantes : 

Effectuer au moyen d’une serie convergente le calcul de 

I’inl^ffrale / ■ prise le long d’un chemin deter- 

mine (Z) ne passant par aucun des points critiques. 

2 ® fitanl donn4es deux valeurs concordantes z et z' de sn u et 
de sa d^riv^e sn'w, c’est-^-dire deux valeurs z, z' li^es par la 


(') Voyez Schwarz, FormuUs, etc., p. G 7 , 
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relation ~ . i — (i — trouver une valeur de u qui 
verifie les deux equations ^ ~ snz/, :z' — sn'a. 

Nous siipposerons tout d’abord que Ton a[A*l< i et nous 
pre\enons, une Ibis pour toutes, que le radical \/i — sera 
regarde comme ayanfc la valeur i pour ^ = o, et ses determina- 
tions successives le long du chemin d’integration comme en 
resultant par continuation. Quant au radical y/i — -g-, nous nc 
specifierons pas d’abord sa deterniinalion, mais il est bien en- 
tendu que celte determination devra aussi, le long du chemin 
dbntegrationj resulter par continuation de la valeur initiale. 

Avec le ravon |r!, du point o comme centre, decrivons un 

" 1 1 

cercle f; a linterieur de ce cercle, \Ji —-k-z- est une fonction 

holomorpbe (dont la partie reelle est toujours positive), et Ton a 

\/i — k'-s'- “ a. 4... an 


Sujiposons que le chemin d’inl^gration (Z) qui ne passe par 
aucun point critique reste tout entier k I’interieur de F, ce qui 
implique la condition j A' 3 ! < i pour la limite sup^rieure de I’int^- 
grale. Divisons les deux membres de I’egalil^ prec^denle par 

1 — 5- et inlegrons le long de (Z) entre les limites 0 et c, ce qui 
est ^videmment permis; nous aurons 


f' ffe ^ f' ds ^ -sV. 

k v'l — Jo — J, 

• I- 3 - -tan-i) r° 

2.4 .. I t/ 7 - 


22 


: -H 


Lbdentite 

i a/z — I = — /r— ' z- ^ y/j — J 

conduit ais^ment a la suivante (Q : 

rxritf-rT, =’■='- 


(‘) En faisant tendre z vers i, par valeurs positives, op trouve ais^ment 






1. 
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ou I’on a pose 



3.5 


JS^- 


On ea conclut 


3 .5. . .(an — i) 




1.3. . .(2/2 — l) 
2.4 • • '-i ^ 






Cette relation, sous la supposition |A"|< i, permet de transformer 
la serie de maniere a obtenir la relation 



dz 

v^- 



72 = 00 

72 = 1 


oil <2^, ^27 • • • designent les m^mes coefficients et \ {^x) la meme 
fonction qu’au n° S 36 . 

La serie qiii figure dans le second niembre peut ^tre regardee 
comme une serie a double entree dont le terme general serait 

aj^ ^V" y prenant les valeurs 1,2, . . . , 00. Cette 

serie est absolument et uniformement convergente pour tous les 
points situes a Tinterieur et sur la circonference de F. Si, en 
effet, on pose | A* [ = 0, /i = v -r/>, son terme general est, en va- 
lour absolue, inf^rieur ou egal a 


. 4 .. .(2V— 2 ) 

3 . 5 . . . ( 2 V — I ) 


p2/2-2V-M = 


2.4* . .(2V — 2) 
3.5. . .(2v — I ) 




Or, la serie a termes positifs 

2 2.4 2 , 4 **'( 2 V — 2) 

. .-H fxru7=T) . . 

est convergente, comme il resulte immediatement de la regie de 
Gauss relative au rapport d’un terme au precedent; designons-en 
la somme par comme apj^{ est plus petit que ap^ il est clair 
.que kpj^\ sera plus petit que A^; d^s lors, il est manifeste que la 
sdrie a termes positifs 

Ai p -h As p® H- . . . Art -h . . . 

est convergente, puisque Ton a p < i . La somme de cette serie est 



2 d 6 


CAICCL ISTfiGRAL. 


superienre a la somme d’autant de termes que I’on voudra, pris 
dans la serie a double entree 


n, V 


‘2.4. . .« ‘ 2 V *- 2 ) 

3.5...<^2V— I ) 


p2/i-2V4 I 


et la proposition enoncee est done demoniree. 

On en conclut que la relation obtenue subsiste quand le cheinin 
d’integration vient aboiuir en un point 5 de la circonference dii 
cei'cle r. 


o 77 . Supposons maintenant que, pour 2 = 0, soit pris 

egal a i et considerons I’identite 




la quantile iz-h \ji — z- ne s’annule pas; des lors, on peut sup- 
poser que les fonctions — logfzs -fy'T— 5-^) sont deter- 
minees le long du chemin d’integration parleurs valeurs initiales 
•+1,0, puis par continuation, et Ton aura 



Iog(/;; — /i — ^2). 


S 78 . 11 est aise de voir, en parlant des proprietes de la fonction 
sin;;, que le premier membre de Tegalite precedente pent aussi 
^tre defini comme il suit : Considerons un plan dans lequel on ait 
pratique deux coupures allant, Tune de - 4 - 1 a -h 00 par Taxe des 
quantiles positives, I’autre de — 1 a — 00 par I’axe des quantiles 
negatives; arc sin-^ peut etre regards comme une fonction holo- 
morphe dans ce plan, fonction dont la partie r^elle est comprise 
enlre — ~ et -j- - et qui v^rifie identiquement I’equation 

sin (arcsine) = 

r dz 

coincide avec arc sin- tant que le chemin 

d’int^ralion n’a pas traverse de coupures; elle se change en 
jt arcsine quand on traverse la coupure de droite et en 
— % — arc sin 3 quand on traverse la coupure de gauche, de sorte 
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qu’en traversant les coiipures dans nn ordre convenable, on 
obtient telle determination que Ton N'oudra de la fonction inverse 
de sin;;. 

La premiere question posee an debut est resolue quand le che- 
inin d’integration ne sort pas du cercle T, 

S79. Nous allons maintenant elablir la proposition suivante : 
Quelles que soient les determinations attribuees au logarilhme et 
au radical \/ 1 — Fexpression 

n=:sc 

(GXXVII,) u= 

n = 1 

satisfait a Pequalion ;; = snu. 

En effet, modilier la determination du logarithme revient a ang- 
menter u de la quantile 

I l(k^)2niTz = 4/iK, 

ou ?i designe un entier. De m^me, changer s/i — z- en — \/ l — 
revient a changer log [iz -t- — Z’^) en 

( 2 /i ■+-l)T:£~log(i-5-l~/ 1 — 

ce qui revient a changer u en ( 4 ^“^‘^)K — w, ou n est iin 
nombre entier, 

L’equatioii (CXXVIIj) definit une infinite de fonctions holo- 
morphes de ;; dans le cercle F. Si, par exemple, on introduit dans 
ce cercle deux coupures rectilignes allanl, Tune du point -i- i jus- 
qu’a la circonference deFparFaxe des quantiles positives, I’autre du 
point — I a la circonference de F parFaxe des quantiles negatives, 
il est clair que, dansFaire F^ ainsi deduite du cercle F, les fonc- 
tions y/i — S-, log(fj-hy^i — Z-) peuvent etre d^finies comme 
des fonctions holoraorphes de z, en regardant les valeurs de 
\/i — z- et de log (iz - 4 - \li — z-) comme elant respectivement 
egales a i et a o pour z — o; la partie reelle de \^li — sera alors 
toujours positive et la partie reelle de j log [iz sj i — z^) sera 

comprise entre — - et -1- 

On pent d’ailleurs proceder tout aulrement et definir d’nne in- 
T. etM.~III. 17 
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linite de facons des aires limitees par iin contour simple, situees a 
J'interieur de F, dans lesquelles la fonction definie par le second 
inembre de reqiiation (CXXVlIi) soil holoraorphe. 

Si Ton consid^re une telle fonction on aura, pour 

chaque point de la region ou elle est definie 

sn[^T(z)] = ^ 

el, par consequent, 

_ I ^ I . 

“l/T” “ sn'wiz) /i _ 52 

il suffit de prendre la derivee de Fexpression de ou, pluLot, 
de se reporter a la facon meme dont cette expression a ete obtenue, 
pour reconnaitre que Ton a 

dW(z\ I 

ch " /i — ' 


en altribuant au radical — la m 6 me determination que 
dans 

Si Ton considere maintenant une courbe quelconque qui, tou- 
tefois, ne passe pas par les points critiques et ne sorte pas de F, 
les deux membres de I’equationprecedente pourront ^tre regardes 
comme des fonctions continues de regulieres en tous les points 
de la courbe, de sorte que, en designant par vq et ;; les extremites 
de cette courbe, on aura Fegalite 






dz 


:2 


on a ainsi, sous une forme plus generale, la solution de la pre- 
miere question, taut que le cbemin d’integration ne sort pas de F. 
On voit aussi que, si Ton se donne les valeurs concordantes 
2' de sn«, sn^u et si Ton prend dans W (z) pour la determina- 


tion de 


yr- 


\/i — 


on aura sn?^ = — 5', en regardant ii comme egal a ^(5). 
f^a seconde question est done aussi r 6 soIue quand le point ;;; n’est 
pas en dehors de F. 
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580. Restons toujours dans le cas oii Ton a |A' I<i. 

JNous avons suppose que le chemin d’mlegration ne sortait pas 
du cercle (F) ; nous allons supposer maintenant qu’il ne sort pas 
de la region (y) extdiueure au cercle de rayon un decrit de o 
comme centre; les deux regions (F) et (y) ont une region com- 
mune, en forme de couronne, dans laqueile conviennent, et le 
developpement que nous venons d’etudier et celui que nous 
allons etablir. 

Partons des relations (LXXITe) 


sn( zi 4- ^K') — 


I 

kswu 


sn^(zi-l-zK')=- 


sn'w 
Asn- u 


Solent des valeurs concordantes donnees de snw, sn^K, el 
dont la premiere est, en valeur absolue, superieure ou 6gale a i. 

Puisque la valeur absolue de k \ est, au plus, egale a i , on 

pourra, en appliquant la r^gle prec^dente, trouverune \alear de 
u + qui satisfasse aux ^nations 

sn(zz -r zK') = sn^(zz-l-zK^) = — 

kz kz^ 

et en deduire la valeur de u qui satisfait aux equations 


a savoir 


{GXXVIL) 


sn zz = sn' ii = z', 



i «= 00 



La valeur de {/ i— est determinee par Fegalite 




dans laqueile on suppose positive la partie reelle de 
La seconde question est I'esoliie. 



X 
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581. Pour ce qiii est de la premiere, regardons ^ comnie un 
point variable de la region (y); Ja deriv^e du second membre de 
I’equation (GXXVlIo) est 





oil Ton suppose que r — ~ est la fonclion de z, holomorphe 

dans (y), dont la partie reelle est positive. Quant a i 
sa determination est la m^me que dans Pequation (CXXVII 2 ). Si 
done onconsidere une courbe ne penetrant pas en dehors de (y) ; si 
Ton designe par (z) une des determinations du second membre 
de Pequation (GXXVIL) qui solt continue le longde cette courbe 
et qui soit reguliere en lous ses points, on aura 





en supposant que Pintegration ait lieu le long de la courbe consi- 
deree : or, le second membre n’est autre chose que ( * ) 


I 


if I — 

->0 ^ » 

si Pon suppose que Pon ait le long de la courbe 



On salt done effecluer les integrales de la forme 



X \/i — v'P— 

-0 ^ 

le long d’une courbe determinee entre Zq et z^ pourvu que cette 
courbe ne sorte pas, soit de la region I, soit de la region v; si la 
courbe a des points dans les deux regions, on la separera en 
parties dont cbacune soit situee tout entiere dans Pune des re- 
gions, et Pon fera la somme de ces integrates partielles. 


f *) II est ^1 peine utile de faire observer qu’il n'y a pas lieu de tenir compte 
ici de la reslricLioQ irapos^e A la deOaition de sji — an debut du paragraphe. 
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582. Les series qiie nous avons obtenues ne convergent que si 
I’on a I /f j < I , et elles ne convergent rapidement que si la quantite 
I k I est tres petite ; nous allons en deduire, au moyen d’une double 
transformation de Landen, d’aiitres series qui, d’une part, sont 
tres bien appropri^es au calcul numerique et qui^ d’autre part, 
condiiisent facilement a la determination d’une solution des equa- 
tions pw = P, p'u = P^j oil P et P' sont des nombres donnes con- 
cordants, c’est-a-dire lies par la relation P'- — 4?^ — ^aP — g 3 - 
Nous commencerons , en supposant \kz\^iy par 

transformer les resultats dun® S80, en y changeant ii en K — 

• 1 / cn ii d cnit rp ^ ^ ^ , 

ce qui change snzi, sn ^i en ^ dnu‘ Hn tenant compte de 

ce que \ (A-) est egal a ^ et de ce que Ton a, en negligeant les 
multiples de 2 


la formule fondamentale (CXXVIIi) de\'ient 


n=l 


et la valeur de u que Ton vient d’^crire satisfait, quelles que 
soient les determinations dn logarithme et du radical y / 1 — 
aux deux Equations 


cn u 
dna 


d cnu / r I TT-r 

du dnw 


oil la partie reelle de y/i — k^Z“ est positive. 

Dans les egalites qui precedent, regardons pour un moment k 
comme une fonction de t, et cnw, dnt^ comme des fonctions de u 

et de t; changeons partout t en 4 ^^? ^ J 

observant que, en vertu des Equations (XL^^ 2 ), (LXXI 7 J 8 ) de la 
relation (a) du n®531, on a 


cn 


dn 



dn p — y/ k' 
dn k 


^ 7 ' 


T. et M -- III. 
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I u 

oil h est mis a la place de — nous arrivons aux 

I "7“ V A* 

conclusions suivantes. 

Supposons toujours j & | < i et posons, pour abreger, 

. I dnv — ^k' 

pourvu que I’on ait [ 6^5 [^i, on satisfera aus equations 
f(i>) = z, = /r^ 


ou /' (;^) designe la derivee de/(p) par rapport a p et ou la partie 
reelle de ^ i — 6^ est positive, en prenant ~ F (5). II est bien 
entendu que, dans Pexpression de F (^), y/i — a la meme signi- 
lication que dans la seconde des equations a verifier. 


S83. Pourvu que Pon ait toujours | b^z | 5i, 11 est clair que la 
m^rae conclusion subsisterait si, dans les egalites precedentes, 
r etait remplace par ^ — 21 ^.'; d'ailleiirs le changement de eu 
V — 2 iR' change dnt^en — dnr et \ done, pourvu 

que I'on ait j b-z [Si, on satisfera aux ^uations 




— bz^ 


— 2 d 






en prenanl p — il ^st bien entendu que, dans I’ex- 

pression de F(:;), y/i — ^ jg meme sens que dans la seconde 
equation a verifier que nous venons d’ecrire. Or, si Ton se donne 
dnp, 1 une des quantltes bf(v), — est inferieure ou ^gale a i, 

en valenr absolue; si done on se donne pour dnp et dn^p deux 
\aleurs concordantes, on pourra toujours calculer p au mojen 
d’un developpement F(;;) dans lequel on a 16;;{<i, done 
Dans la pratique, ou e’est x qui est donne, si Ton 
prend t , 6 devient la quantity que nous avons designee 
dans le Chapitre precedent par quantity dont la valeur absolue 
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est loujoiirs plus petite que i et peut meme etre rendue plus pe- 
tite que la serie F(^) est alors rapidement convergente. 


S84. Le theoreme final du n® 582 peut etre enonce sous une 
forme legSrement differente qiiiva nous ^tre commode. 

Si Ton se donne im nombre tel que Ton ait 1 = ^ 

et que I’on remplace dans F(;;), ^ par /(c'o) et \/i — 5 - ou 
\Ji — par ^^==L=:rr7 ou — b’^f^U'd) a sa 

partie reelle positivej F(g) prendra une valeur u qui, d’apres 
I’enonce de ce theoreme, satisfera aux Equations 

/{'>)= fif’d), » — /^( ^’o) / 1 - b’^fi { Vo h 

danslaseconde desquellesil est bienentenduque \/' a le 

m^me sens que dans F(-s); maisle second membre de cette m^me 

equation, envertudela determination attribuee a y i — ^a’est 

autre chose que — ; done on satisfera aux equations 


f(^) =^f(^oh f(^) 


en prenant r = F (- 3 ), ou z doit ^tre remplace par /(po) y' 1 — 

~2^>/(Po) 


par 




585. Nous transformerons ce dernier enoned en passant des 
fonctions sn, cn, dn a la function p par les formules (LXVII). On 

trouve tout d’abord, en posant v = usje^ — es ? 

« _ 2A'2 v/X:'sn(?cnp _ k^\/ ej — e^li— 

^ ^ ■'"“^>(dnp-f-V^)2 “ ib{-pu-e^){pu-e^) 

Si maintenant on pose on arrive au resultat 

suivant : 

Si Ton se donne le nombre on satisfait aux equations 


pM-pwo, p'z£ = p'i^o, 


en posant u = ■ F , ou z et y/i — z^ 


sent determines 
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V 


I ^23 

^ ?23 ^^0 


-p'uo 


(puQ-~e2){puo — ei) 


2 v' I — 

a condition que Ton ait | b^z | ^ r . 


586. Supposons maintenant que Ton se donne non pas Uq^ mais 
bien lesvaleurs numeriqiiesconcordantesPetP^ de 
nombre Uq n’est determine par les valeurs P et P' qu’a un multiple 
presde etde 2 a) 3 ; nous poiivonsle supposertelquey,/A''^^32(^^o) 
ait sa partie reelle positive, puisque, si cette condition n’est pas 
verifiee pour elle le sera certainement pour 
[puisque i 32 (z^o -r 2 (O 3 ) = — S 32 (wo)]. Pour cette valeur de Uq, 

? 32 (z^o) sera donne par la determination de — • qui, multipliee 

par a sa partie reelle positive. Dans ces conditions, on aura 

\bz\<i {tla fo7'tiori\b-z\<ii), puisque le point sjV 

est plus voisin du point 1 que du point 1 . Nous pouvons done 
enoncer la proposition finale que voici ; 

Si Von se donne deAix nombres^oncordanisV ^ on satis f era 


S/ei -63 


aux equations p w — P, p^u = F, en posant u ~ 

&est-d-dire 

(GXXVIIa) w = — - 7= > anb^^Q^(z), 

n = l 

Oil z et\^ I — V- sont determines par les formules 




I -/A' 

I /P- 

b 


es 


■ e® 


n- 


sjk 


v'lli 


•ea 


— s* = 


(I- 


\fW— gj 

eafl—feS;;®] 

2 v/r— 


-P' 


(P-e,)(P-ei)' 
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Rappelons encore une fois que les parties reelles de y i — et 
de — sont positives. 

387, Dans la pratique^ c’est la valeiir de ~ % que Ton donne 
et Ton pent supposer que x appartienne au plan (cB) ; il est alors 
naturel de prendre, en conservant les notations dii Chapitre pre- 
cedent, on a vu qne Ton a alors 

K = x, K' = x', sfk’ = yT=l, & = p = ir.i^, 

1 -h V 1 

^(n- 

On a toujours | j3 { < i , et meme | p | < si le point % est dans 

n — w 

la region (Co C| D«). Dans ce dernier cas, la serie ^ j3’« {j„ ( 5 ) 

' «= 1 

converge tres rapidement. On pent d’ailleiirs, dans tous les cas, 
obtenir une limite superieure de I’erreur commise en ne conser- 
vant dans cette serie qne les n premiers termes ; Tinegalite 
I jJs I ^ I entraine, en effet, Finegalite | | -C! 1 ^ (0 i 

il r^sulte de la et de la valeur calculee plus haut, pour §"«(!), que 
le reste considere est inferieur en valeur absolue k 

i.3...(2n-4-i) I p 

2 4. ..(2714-2) I — I 

Notre serie a ^te ordonneC;, jusqu’ici, siiivant les puissances de [j. 
Dans la pratique, il est plus avantageux de I’ordonner suivant les 
puissances de z) c'est sous cette forme que les resultats figui-eront 
dans le Tableau de formules. 

Si le point x n’est pas situe dans la region (CoCi Do), confor- 
mement a la marche suivie a la fin du Chapitre precedent, on corn- 
men cera par lui substituer le point correspondant xq de cette re- 
gion, etTon appliquera d'abord les formules pr4c6dentes comme 
si ce point Xo 6tait le point donne; les series conservent alors toute 
leur convergence. Au moyen des formules (CXXII), on pent ne 
laisser figurerdans les rdsultatsque les donnees etc^est ainsi qu’ont 
dte ob ten lies les formules (CXXVIII) du Tableau de formules. 



CALCUL INTEGRAL. 


!i66 

Les simplifications qn'introdiiit Thypothese que Y2 
nombrcs reels sont d’ailleurs evidentes. 

088. NousavonSYu(n"*S83-§86) comment, aantdonnees deux 
valeurs concordantes D, D' de dn«, dn' u ou deux valeurs concor- 
dantes P, P' de pu, p'ti, on pouvait trouver uau moyen de series 
tres comergeotes; u est determine a des multiples pres de 2K, 
4tK.^ dans le premier cas, de 2C0|, 20)3 dansle second; quant aux 
valeurs de K, K', w,, W3 on a appris dans le precedent Chapitre a 
les obtenir aussi au moyen de series tres convergenles quand on se 
donne /:- ou gz- Si Ton se donne deux valeurs concordantes 
S, S' desn«, sn'n, il suffira, pour obtenir u, de passer par I’in- 
termediaire de D, D' au moyen des formules 

D= D'=-A-2Si/i^2 

\/i-S2 

OU Ton choisira arbilrairement la determination du radical. Ayant 
trouve line valeur de u qui fasse acqnerir a dni:^, dn'z^ les valeurs 
D, D', on sera certain que cette valeur fera acqu^rir aux functions 
snw, svi!ii soil les valeurs S, S', soit les valeurs ~~ S, — S'; dans 
le dernier cas on ajoiitera aK a la valeur trouvee-, d’une solution 
des equations sn w = S, sn'i^ = S, on deduira toutes les autres, 
en ajoutant des multiples entiers de 4K., a/K.'. Des observations 
analogues s’appliqueraient au cas ou Ton donnerait des valeurs 
concordantes C, G' de cnz/, cn'zz. 

589. En terniinant ce Chapitre, il convient d’observer que le 
problemepose au commencement du n° 576, probleme qui consis- 
tait a evaluer, le long d’un chemin quelconque donne ne traver- 
sant ancun point critique, I’inlegrale 

r" dz 

J,, 

dans laquelle on se donne la valeur initiale du radical, s’il a ete 
r4solu dans les num^ros S76 el suivants, ne I’a ete qu’imparfaite- 
ment au point devue pratique. La serie qui, pourly5:l<i, fournit 
la valeur de cette int^grale ne peut, en elFet, ^tre reellement uti- 
lisee que si j ^ | est petit. A la verity, on peut toujours ramener 
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a ce cas, par des transformations coas'enables, revaluation de I’in- 
tegrale envisagee comme aussi I’integrale 



dz 


definie d’une fa^on analogue; mais on ne s’est nullement occiipe 
de I’influence de ces transformations sur le chemin d’integration, 
et une pareille etude, possible sans doute sur des exemples nu- 
meriques, n’est pas sans difficulte dans le cas general. 

Si Ton veut n’employer que les series tres convergentes dont il 
a ete question dans les derniers numeros, les probUmes relatifs a 
revaluation des integrales que nous venons de citer ne sont re- 
solus qu’a des nombres entiers pres. Occupons-nous, par exemple, 
de la derniere. Se donner et la valeur initiale du radical, cela 
revient a se donner les valeiirs initiales concordantes Pq, P'j; Ip 
chemin d’integralion etant donn^, on pent suivre, tout le long de 
ce chemin, les valeurs du radical; on parvient ainsi aux valeurs 
concordantes finales Pi, P'. Si I’on ddsigne par Mq, U\ des valeurs 
de la variable u qui satisfassentaux equations 


p«o = Po p'no=P'o, PKl = Pl, P'!<I = P'p 


la valeur de I’intdgrale consider^e sera de la forme 


U\, — Ko -4-2ni(i)i-l- anscuj, 

ou rti et /ij sont des entiers qu’il reste a determiner. Cette deter- 
mination, comme on le verra dans un prochain Chapitre, n’offre 
pas de difficultes serieuses lorsque et sont reels. Nous ver- 
rons aussi que la determination des nombres analogues dont de- 
pend la solution pratique du probieme analogue concernant la 
premiere integrale est aisee lorsque k- est reel, positif et plus 
petit que i . 


FIN no TOME HI. 
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